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TEMA DE APRENDIZA GEM 1

OPERACOES COM NUMEROS REAIS

MINHAS METAS

L

Compreender os conceitos fundamentais da matematica relacionados as
operagBes com nimeros reais.

Entender os conceitos de operagfes basicas com ndmeros reais.
Estudar a adigéo, subtrag@o, multiplicagdo e diviséo e as suas propriedades.

Dominar as propriedades da potenciacéo e radiciagdo.

N NN

Aplicar os conhecimentos na resolucdo de problemas.



INICIE SUA JORNADA

Os ntimeros estdo presentes em nossas vidas para representar quantidades men-
surdveis. Eles obedecem a certas regras para que possam ser combinados. Em
aplicagdes do dia a dia, precisamos saber essas regras para que possamos traba-
lhar com os ntimeros, e é isto que vocé estudard agora.

Toda medida fisica apresenta alguma incerteza. Por exemplo, considere a
medicdo de uma pega de madeira usando uma régua milimetrada.

1 2 3 4 5

Figura 1 — Medicdo de uma pega de madeira usando uma régua milimetrada / Fonte: o autor.

Descrigdo da Imagem: a figura mostra o desenho de uma régua milimetrada em cinza claro, com os nimeros de
0 até 5 centimetros e as respectivas subdivisdes. As marcas menores indicam os décimos de centimetros, tendo
uma ligeira diferenga de tamanho a cada cinco décimos a partir do centimetro. Posicionada acima da régua, ha
um retangulo pintado de cinza escuro e de base maior do que a altura, simulando a medida efetuada pela régua
em relagdo ao comprimento da base da pega retangular. A pega, de borda preta, indica um comprimento aproxi-
madamente igual a 2,77 cm. Fim da descrigdo.

Aoolhar paraaFigura1, vocé pode ter aimpressao de que o comprimento seja 2,75

cm, enquanto em outro momento, ou para outra pessoa, ela aparenta ter 2,77 cm.

Como é possivel saber que estamos no caminho certo de uma medida fisica
como essa? Quem tem a razao sobre o comprimento dessa medida?

@ PLAY NO CONHECIMENTO

Exploramos a relagdo das medidas com o mundo real e a existéncia de &tomos
no podcast.




VAMOS RECORDAR?

Neste video, a professora e youtuberGis revisa o contelido dos conjuntos
numéricos, essenciais para entender como organizar os nimeros em conjuntos
e apresenta as caracteristicas que definem cada um deles. Os nimeros reais
constituem o maior desses conjuntos (sem considerar os numeros complex-
0S, que é conversa para outro momento), e as propriedades operatérias desse
conjunto é o assunto principal deste tema.

DESENVOLVA SEU POTENCIAL

OS NUMEROS REAIS

Representado pela letra, o conjunto dos niimeros reais é formado pelos con-
juntos dos nimeros naturais (), inteiros ( ), racionais ( ) e irracionais (1)

O=0vOvuO vl

Em outras palavras, os ntimeros reais compreendem todos os nimeros: positivos,
negativos, fraciondrios com dizima periddica ou sem dizima periddica.

2
Exemplos dos niimeros reais séo: +3,-1, _, \/2 .
3

Os ntimeros reais podem ser representados graficamente por uma reta em que
os nimeros sdo ordenados, conforme ilustrado na figura.
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Figura 2 — Os nimeros reais ordenados na representacdo grafica / Fonte: autor.

Descrigdo da Imagem: a figura apresenta uma semirreta horizontal com uma seta na extremidade direita apontando
da esquerda para a direita, no sentido crescente dos ntimeros. No centro desta reta, ha o niimero zero. A esquerda
do zero estdo os nimeros negativos, como -1, -2, reticéncias para representar os infinitos niimeros até o simbolo da
lemniscata, com um sinal negativo que é o simbolo do infinito. A direita do zero est&io os nlimeros positivos, como

+1, +2 e +3, seguidos por algumas constantes matematicas conhecidas e que se encontram entre esses nimeros,
como 1/2 = 0,5 na metade entre o zero e o um. Entre os niimeros 1 e 2, esta a raiz quadrada de 2, cujo valor é
aproximadamente igual a 1,41. Depois do +3, estd representado na figura a constante matematica representada
pela letra grega “pi”, cujo valor é aproximadamente igual a 3,14, seguido de reticéncias para representar os infinitos
nimeros até o simbolo da lemniscata com sinal positivo, que é o simbolo do infinito. Fim da descrigdo.

Nesta representacéo grafica dos nimeros reais, vocé deve imaginar o zero como
um espelho.

Vamos iniciar entdo pelas opera¢des fundamentais agora, em que veremos como
podemos efetuar as quatro operagdes e, posteriormente, a potenciagao e a radi-
ciagdo. Iniciaremos por regras de como os nimeros se combinam, primeiro com
os nimeros inteiros, depois racionais e, finalmente, irracionais, complementando
o conjunto dos reais com exemplos.




AS OPERACOES FUNDAMENTAIS

Medidas de comprimento, tempo e massa sdo feitas por meio de comparacdes
com padrdes estabelecidos. Grandezas como essas seguem as regras de operacdes
basicas com os nimeros reais.

Mesmo quando pensamos que sabemos efetuar as operacdes bésicas, veremos
que alguns cuidados devem ser tomados. Que tal estudarmos mais sobre isso?

Adicao e subtracao
Quando vocé usa uma trena para efetuar uma

medida de comprimento, por exemplo, essa trena
apresenta um tamanho finito que pode ser menor

A soma de dois
numeros positivos
resulta em um

do que o comprimento que vocé precisa medir. 1 mero pOsitivo

O que vocé faz entdo? Ao final de toda a tre-
na, marca o novo inicio do posicionamento dela
e a aciona novamente até que o comprimento total possa ser delimitado.

Assim, se vocé quiser medir um comprimento que € maior do que a trena,
vocé precisa somar as suas medigdes, que é o processo de adicdo tratado nesta
secdo. Isto também vale para massas (kg), tempos (s) e quaisquer medidas que
possam ser somadas.

Nao é o que ocorre com a temperatura. Se um copo estiver com dgua a 25 °C
e outro copo de dgua a 60 °C for adicionado ao primeiro, a temperatura final da
mistura ndo sera 85 °C, mas uma temperatura intermedidria.

Para compreender o processo de adigdo e subtracdo, vamos iniciar com um
passo importante: a soma de dois nimeros positivos resulta em um ntimero
positivo. Podemos estabelecer algumas “regras” para a soma e subtragdo, mas
tente ndo decorar, e sim entender a aplicagdo desses fundamentos no dia a dia.

Quando temos nimeros inteiros ou decimais, é relativamente simples efetuar
essas operagdes, como se segue. Se 0s nimeros apresentarem sinais iguais, entdo
vocé soma esses nimeros e mantém o sinal comum a eles:

+3+2=45
-3-2=-5



Caso os sinais sejam diferentes, vocé deve subtrair os nimeros
e manter o sinal do maior nimero:

+3-2=+1
-3+2=-1

O dinheiro € um exemplo. Se vocé faz uma venda de algo por
trés reais e depois outra mercadoria por dois reais, entdo vocé
ganhou cinco reais.Se vocé for a pessoa que comprou essas
duas mercadorias, entdo vocé gastou cinco reais.

No caso dos sinais diferentes, pense assim: se vocé vendeu uma
mercadoria por trés reais, mas ela teve um custo de producgéo de
dois reais, entéo vocé teve um lucro de um real (positivo).

No outro caso, se vocé comprou uma mercadoria por trés reais,
mas a vendeu por dois reais, entdo vocé ndo obteve lucro, mas
um prejuizo de um real.

Se os nimeros sao decimais, isto é, ndo estao na forma de fracao,
mas ndo sdo inteiros, entdo essas operagoes se tornam triviais:

0,25+0,10=0,35

Todas as outras regras apresentadas para os inteiros apresentados
anteriormente também valem para os decimais. Apenas tome cui-
dado com o posicionamento da virgula.

No caso das fragdes, s6 podemos somar ou subtrair fragdes
que possuam o mesmo denominador. Exemplo: calcule a soma
das fracoes:

Ul —
+
Ul w

Observe a representagdo geométrica:




Figura 3 — Representacdo geométrica das fragdes envolvidas na adicdo mostrada no exemplo
Fonte: adaptada de Bonatti et al. (2015).

Descrigdo da Imagem: a figura apresenta dois retangulos de mesmo tamanho, de base maior do que a altura,
cada um dividido em cinco partes iguais. No primeiro, a esquerda, apenas uma parte das subdivisdes esta pintada
de verde, indicando a fragdo um quinto. No segundo retangulo, a direita, trés quadrados estdo pintados dentro do
retangulo maior, indicando a fragdo trés quintos. Ha um sinal de adigdo entre as figuras, indicando a representagdo
geométrica da soma 1/5 + 3/5. Fim da descrigdo.

Na Figura 3, a esquerda, temos a representacdo da fragao 1/5, enquanto a direita,
temos a representacdo da fracao 3/5. Como as duas barras estdo divididas em cinco
partes iguais (observe o denominador das fracdes a serem somadas), entao pode-
mos “transportar” as quantidades, ficando com quatro das cinco partes do todo:

— T T

Figura 4 — Representacdo geométrica das parcelas envolvidas e do resultado da soma das duas fragGes
Fonte: adaptada de Bonatti et al. (2015).

Descrigéo da Imagem: a figura apresenta trés retangulos de mesmo tamanho, divididos em cinco partes iguais. Os
dois primeiros correspondem aos dois reténgulos da Figura 4. O terceiro retangulo, depois do sinal de igualdade,
apresenta quatro partes preenchidas em verde, indicando que o resultado da soma de uma parte em cinco com trés
partes em cinco € igual a quatro partes em cinco. Fim da descrigdo.

Algebricamente, escrevemos que uma parte em cinco, somada com trés partes
em cinco, fornecem quatro partes em cinco:

gl —
+

Ul w
[l

ol

Observe este outro exemplo. Calcular a diferenca:

N W
NN

1




Vamos recorrer novamente a representacao geométrica dessas fracoes.

HE

Figura 5 — Representacdo geométrica das parcelas da diferenca entre as duas fracbes do exemplo
Fonte: adaptada de Bonatti et al. (2015).

Descricao da Imagem: a figura apresenta dois quadrados, cada um subdivido em quatro quadrados menores e
de mesmo tamanho. O primeiro quadrado maior, a esquerda, contém trés quadrados menores preenchidos em cor
verde: o superior esquerdo, o superior direito e o inferior direito. O segundo quadrado maior contém dois quadrados
menores preenchidos em verde: o superior e inferior direitos. H4 um sinal de subtragdo entre os quadrados maiores,
indicando a representagdo geométrica das fragdes envolvidas na subtragdo do exemplo.

B
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Figura 6 — Representacdo geométrica das parcelas da subtracdo e do resultado dessa operacdo
Fonte: adaptada de Bonatti et al. (2015).

Descricdo da Imagem: a figura apresenta agora trés quadrados maiores subdivididos em quatro partes iguais, cada
um. Os dois primeiros a esquerda sdo os mesmos da Figura 5, e o terceiro quadro maior representa geometricamente
o resultado da diferenca entre as fracBes trés quartos e dois quartos, em que apenas um dos quadrados menores
que comp&em o quadrado maior esta pintado de verde, e representa a fragdo um quarto.

Algebricamente, assim como na adigao, na subtragdo, o denominador é repetido
e os numeradores sdo subtraidos.

3 2 1

Ny}
Ny
N

11
E se quisermos somar 2 + 3/ como fazer?

Geometricamente, teremos:




Figura 7 — Cada retangulo representa uma parcela da fragdo envolvida na soma com denominadores dife-
rentes / Fonte: adaptada de Bonatti et al. (2015).

Descrigéo da Imagem: a figura mostra dois retangulos de base maior do que a altura e de mesmo tamanho. Cada
retangulo foi subdividido internamente de acordo com a fragdo que representa na soma com denominadores distin-
tos: o primeiro retangulo é subdividido em duas partes iguais no sentido da base. O retangulo superior esta pintado
de cinza. O segundo reténgulo esta dividido em trés partes iguais no sentido da altura do retangulo maior. Apenas
o retangulo da esquerda esta preenchido com cor cinza. Fim da descrigdo.

Na Figura 7, note que, se “transportarmos” a quantidade 1/2 para o01/3, como
feito anteriormente para denominadores iguais, ndo caberd. Do mesmo modo,
se “transportarmos” a quantidade 1/3 para 1/2, sobrara espago. Isso porque o
todo estd repartido em quantidades diferentes e, pela defini¢do, somente pode-
mos somar e subtrair fragdes que possuem o mesmo denominador, ou seja, que
estejam repartidas em quantidades iguais.

Para podermos efetuar essa operacao, devemos recorrer a fracdes equivalen-
tes. Fracdes equivalentes sao aquelas que representam a mesma parte do todo.

As fragdes equivalentes representam uma mesma parte do todo. Observe a
Figura 8 e veja como, em todas elas, hd um retdngulo inteiro, porém, em cada
linha, o retangulo foi dividido de maneira distinta.

B % o
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Figura 8 — Representagado geométrica das fragcGes equivalentes
Fonte: adaptada de Bonatti et al. (2015).

Descricao da Imagem: a figura mostra sete retangulos empilhados de base maior do que a altura e de mesmo
tamanho. Cada retangulo foi subdividido internamente de acordo com a fragdo que representa. O primeiro retangulo
ndo foi dividido e representa um inteiro. O segundo retdngulo foi dividido em duas partes iguais e uma delas foi
pintada de cinza, para mostrar a fragdo um meio. O terceiro retangulo esta dividido em quatro partes iguais, mas
duas foram pintadas de cinza, expressando a fragdo dois quartos, que € equivalente a fragdo dois meios. O quarto
reténgulo traz a fragdo trés sextos, com o retangulo dividido em seis partes iguais, em que trés delas foram pintadas
de cinza. Na quinta linha o retangulo esta dividido em oito partes iguais, em que quatro delas estdo pintadas de cinza.
A sexta linha traz 0 mesmo retangulo dividido em dez partes, das quais cinco estdo marcadas em cinza. Finalmente,
na sétima linha Todas as figuras apresentam a mesma area hachurada. Fim da descrigdo.

A parte hachurada é corresponde a uma mesma parte do todo. Logo, todas as
fracdes mostradas sdo equivalentes.
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Figura 9 — Representagdo geométrica das fragOes 3/6, 2/6 e 5/6. As duas primeiras sdo equivalentes a 1/2
e 1/3, respectivamente / Fonte: adaptada de Bonatti et al. (2015).

Descrigdo da Imagem: a figura mostra trés retangulos iguais com base maior do que a altura. Todos eles estdo
subdivididos em seis partes iguais, representadas por quadrados interiores aos retangulos. No primeiro retangulo,
os trés quadrados superiores estdo preenchidos com cor cinza, representando trés partes das seis. Em seguida,
separado por um sinal de adigdo, ha o segundo retangulo, porém apenas os dois primeiros quadrados da esquerda
— superior e inferior — foram preenchidos com cor cinza, representando a fragdo dois sextos. Finalmente, apds um
sinal de igualdade, ha o terceiro retangulo, em que é feita a transposicdo da quantidade de quadrados pintados do
primeiro sobre o segundo, representando o resultado da operagdo de adigdo entre as duas fragdes e constituindo
a fragdo cinco sextos. Fim da descrigdo.

Agora, com as fragdes todas escritas com o mesmo denominador, o que é re-
presentado geometricamente pela quantidade de quadrados em cada retangulo
(o todo), entdo a soma pode ser efetuada pela “transposi¢ao” da quantidade de
quadrados pintados sobre o outro retangulo. Algebricamente, escrevemos:

1 1 3 2
—+_
2 3

Assim, quando as fra¢des nao possuem o mesmo denominador, é preciso reduzi-
-las a0 mesmo denominador, ou minimo maltiplo comum e, em seguida, somar
as fracdes equivalentes as fragdes dadas.

Como obter 0 minimo mdltiplo comum (m.m.c.) entre dois denominadores distin-
tos? Vamos encontrar os multiplos comuns de 3 e 5.

* Mudltiplosde 3: 0, 3, 6, 9, 12, 15, 21, 24, 27, 30, ...
» Mdltiplos de 5: 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, ...

» Mudltiplos comuns de 3 e 5: 0, 15, 30, 45, 60, ...




Vamos relembrar uma técnica chamada de “decomposicao simultanea em fatores
primos”. Ela consiste em decompor cada denominador em fatores primos. O
produto de todos os fatores primos que aparecem nessa decomposigao sera o
minimo multiplo comum.

12,8,6
6,4,3
3,2,3

2
2
2
31,3 3
11,1 /2x2x2x3=24

Figura 10 - Ilustracdo do processo de decomposicdo em fatores primos
Fonte: adaptada de Bonatti et al. (2015).

Descrigdo da Imagem: na primeira linha da imagem ha a sequéncia 12, 8 e 6. Ainda na primeira linha, separado por
um trago vertical preto, ha o nimero 2. Na segunda linha, a sequéncia agora é 6, 4 e 3 e novamente o 2 se repete
na coluna a direita. Na terceira linha, a sequéncia agora é 3, 2 e 3, ainda com o nimero 2 acompanhando a direita.
Na penultima linha, os niimeros sdo 3, 1 e 3, e agora o nimero a direita vale 3. Na Ultima linha, a sequénciaé 1, 1 e
1 e, do lado direito, estd mostrado em vermelho o produto desses nimeros da coluna a direita, isto €, 2x2x2x3=24
2x2x2x3=24. Fim da descrigdo.

Multiplicacao e divisao

Tanto na multiplicacdo quanto na divisdo, vocé precisa se lembrar da regra de sinais:

|f(+) (=)
J )-C()=)
H)-()=0)
JCRCRI®)
Assim, vamos considerar novamente os nimeros 3 e 2. Observe o exemplo:
(+3)-(+2) = (+6)
(=3)-(=2) = (+6)

(+3)-(-2) = (-6)
(=3)-(+2) = (-6)




Para as fragdes, basta multiplicar numerador por numerador e denominador por
denominador. Produto de duas fracoes:

1x5
3x4
5

1 5
—— =
3 4

12

Para a divisao, existe uma regra algébrica: mantenha a primeira fracdo e inverta
a segunda, multiplicando uma pela outra. Exemplo: calcule a divisdo seguinte:

1 3 1 2

e = X—

5 2 5 3
_2
15
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A regra exposta anteriormente para a divisdo de fracdes é proveniente do
seguinte. O que se pretende ao multiplicar numerador e denominador da primei-
ra fracdo pelo denominador e numerador da segunda fragdo é obter um denom-
inador igual a uma unidade, para operar apenas com o numerador, facilitando o
célculo. Observe:

1+§=é 1
5 2 3 1.3_5
_ix35 2 3

i :

gx3 X

= _5 3

1 3 2

_1.2 573

53 1 2

X

5 3

H ‘




Rigorosamente, na matemética, definem-se duas operacdes no conjunto dos ni-
meros reais: a adi¢do e a multiplicacdo. Todas as outras operagdes decorrem das
propriedades dos reais, por exemplo, a subtracdo é a soma de um nimero com o
seu simétrico, enquanto a divisdo é a multiplicacdo de um ndmero pelo seu inverso.
E também propriedade dos reais a existéncia de um elemento neutro para a soma,
chamado zero, e um elemento neutro para a multiplicagao, que é o ntimero um.

No livro “O Homem que Calculava”, o autor Malba Tahan (pseu-
dénimo do matemético e professor Julio César de Mello e Sou-
za), conta as proezas do calculista persa Beremiz Samir, que
percorre a Pérsia resolvendo de modo espetacular problemas
que Ihe eram apresentados aparentemente sem solugdo. Um
dos problemas mais famosos é o dos 35 camelos, quantidade
essa de animais que havia sido deixada como heranga de um
pai para os seus trés filhos. Como o problema parece insolGvel,
pois 35 ndo é divisivel por 3, Beremiz propde uma solugdo com
o conhecimento das operacdes com as fracoes.

Malba Tahan




COMUTATIVIDADE:

a+b=b+a

Exemplo: 2+3=3+2
a-b=b-a

Exemplo: 2:3=3-2

ASSOCIATIVIDADE
a+(b+c)=(a+b)+c

Exemplo: 2+ (3+4) =(2+3)+4, ou seja, o resultado serd o mesmo, ndo im-
porta se vocé some primeiro o trés com o quatro e depois o resultado com o dois,
ou se vocé some primeiro o dois e o trés, e depois adicione o resultado dessa
operagao com o quatro.

a-(b-c)=(a-b)-c

Exemplo: 2-(3-4)=(2-3)-4

DISTRIBUTIVIDADE
a-(b+c)=a-b+a-c

Exemplo: para entender este exemplo, lembre-se de que os parénteses tém a
prioridade numa expressao algébrica.
Deste modo,

2-(3+4)=2-7
=14
Efetuando a distributiva:
2-(3+4)=2-3+2-4

=6+8
=14




EXISTENCIA DO ELEMENTO NEUTRO:

Veja a reta real da Figura 2. Existe apenas um elemento neutro para a adi¢do (e
subtracdo), chamado de 0 (zero). Para qualquer que seja o niumero &, vale:
a+0=a.

Para a multiplicacdo (e divisdao), também existe apenas um elemento neutro,
chamado de 1 (um). Para qualquer que seja o nimero @, vale: a-1=a.

EXISTENCIA DE SIMETRICOS:

Na abertura deste tema, na Figura 2 da reta real, pedimos para que vocé
imaginasse que havia um espelho no nidmero zero. Note como os elementos sao
simétricos: para cada namero do lado direito, existe um correspondente do lado
esquerdo com o sinal trocado, de modo que a soma deles resulta no “espelho”:
todos os simétricos estdo a uma mesma distancia na reta real. Na matematica,
escrevemos que, se d é um namero real, entdo —a é o seu simétrico, ou seja:

a+(-a)=0.

EXISTENCIA DE INVERSOS

De maneira parecida com os simétricos, existe na reta real o inverso de um
nimero a, e ele é escrito como 1/a. Evidentemente, se vocé olhar novamente na
Figura 2 (reta real), o niimero zero ndo apresenta inversa, de maneira que nessa
definicdo, @ # 0. Assim, o inverso apresenta a propriedade:

axE=l

a

Desde que & ndo seja zero.

Muitas das dificuldades encontradas com a matematica ocorrem pela linguagem
usada. Quando vocé aprende os termos e sabe como trabalhar com eles, entdo
tudo passa a fazer sentido. As propriedades que estudamos recentemente estdo
todas escritas em linguagem matematica, mas usamos diariamente.

Um dos aspectos mais fundamentais dessa linguagem matemética por meio
dos simbolos é que ela é universal. Vocé até pode efetuar as operagdes escrevendo
por extenso, mas é algo que demandaria muito tempo.




Em busca do infinito.

Autor: lan Stewart

Nem sempre utilizamos os algarismos como conhecemos hoje
e tampouco os sinais de adi¢éo, subtracdo, multiplicacéo e
divisdo. Por muito tempo foram utilizados diversos simbolos
para representar elementos matematicos ou até mesmo a lin-
guagem por extenso.

Neste livro, o autor percorre a histéria para mostrar como te-
mas essenciais da matematica foram desenvolvidos com o
tempo e em diferentes culturas.

EM BUSCA 00O

INFINITO

Veremos agora duas operacdes de fundamental importancia na matemdtica: a
potenciacdo e a radiciacdo. Elas estdo profundamente conectadas com a multi-
plicacdo e a divisdo e, por sua vez, estas estdo ligadas com a adicdo e subtracdo.

Potenciacao e radiciacao

Quantidades monetarias podem ser somadas e subtraidas e, quando sujeitas aos
juros, seguem ainda outras operacdes dos nimeros reais, como a potenciagao. A
potenciacdo indica multiplicagdes de fatores iguais. Observe os elementos que
compdem a potenciacao na Figura 11.

r Expoente

2° =32 —— Poténcia
Base

Figura 11 — Denominagdes dos elementos da potenciagdo / Fonte: adaptada de Bonatti et al. (2015).

Descrigdo da Imagem: a figura mostra o nimero dois com o nlimero cinco sobrescrito a ele e, apds o sinal de igual-
dade, vem o nimero trinta e dois. Em cada um dos niimeros ha uma ligagdo em linha verde para o nome que se da
a esses numeros na potenciagdo. O nimero dois é a base, o nlimero cinco é o expoente e o nimero trinta e dois é
chamado de poténcia. Fim da descrigdo.

A base é o fator que se repete na multiplicacdo, o expoente indica a quantidade
de vezes que o fator ird se repetir, e a poténcia é o resultado da operagao. Dessa
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forma, poténcia é todo nimero na forma a", com a# 0, em que aé abaseen
€ 0 expoente:

a" = aguR

n vezes

Observe os exemplos seguintes de como efetuar o calculo da potenciagdo em
varias situacoes.
3% =3x3x3x3

a
) =81

_2:_._
y (=262

0 (-2)° - (_—82) (=2)-(-2)

ARG
PAARSOANY

25

Base negativa elevada a um expoente par resulta em um ndmero positivo.

(-3)'=(-3)(-3)
=9

Base negativa elevada a um expoente impar resulta em um nimero negativo.
3
(=3)"=(-3)(-3)(-3)
=27

Nessas operacdes, é fundamental se recordar da regra dos sinais!

Uma dtvida muito comum é sobre a combinagdo dos ntimeros com poténcia.
Veja, na sequéncia, as propriedades da potenciagao.




MULTIPLICAGAO DE POTENCIAS DE BASES IGUAIS:

m n m+n
Repete-se a base e somam-se os expoentes: " -a" =a""

23.24 :(2><2x2)x(2x2x2x2)
= K22 PX2x2xP

7 vezes
=27

DIVISAO DE POTENCIAS DE BASES IGUAIS

m

a

Repete-se a base e subtraem-se os expoentes: _,

— am—n

2> 2x2x2x2x2

2 2x2x2
="

2 vezes

POTENCIA DA POTENCIA

n
g g m mxn
Conserva-se a base e multiplicam-se os expoentes: (a ) =a

(23)2 =(2><2x2)2

=(2x2x2)x(2x2x2)
— 2222

6 vezes

=26




POTENCIA CUJA BASE E UM PRODUTO:

Cada termo que compde a base é elnevado ao expoente em comum e a
multiplicacdo é efetuada: (a X b) =a" xb"

(3>< 5)2 = (3>< 5)><(3>< 5)
= 3x5x3x5
=B x5BH5

2 vezes 2 vezes

=32x52
POTENCIA CUJA BASE E UM QUOCIENTE:

Cada termo que compde a base é elevado ao expoente em comum e a divisao é

(a) a
efetuada: |

Kb| b

EXPOENTE NEGATIVO:

Reveja o item 1 deste Accordeon. Observe que

a"xa"=a"
=a°
=1
que é igual a unidade, caso a# 0 @ # 0. Assim, é também verdade que
a"xa"=1, de onde se concluique: a " = in
a
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EXPOENTE FRACIONARIO:

Toda poténcia de expoente fracionario pode ser transformada em um radical, em
que o denominador do expoente é o indice da raiz:

m

an —qa

¥ -3

=+/3

A potenciacao é amplamente utilizada na fisica. Uma das aplica¢des mais fun-
damentais da potenciagdo é a notagao cientifica.

A fisica é a ciéncia cujo objetivo é estudar os componentes da matéria e as
suas interacdes matuas. (FINN; ALONSO, 2018, p. 21).

Desse modo, a fisica estuda os fendmenos do ponto de vista qualitativo e quan-
titativo. Para estudar, prever o comportamento ou até mesmo executar de modo
controlado os fendmenos que ocorrem naturalmente, ¢ essencial efetuar medidas.

Como a fisica é desse nivel de abrangéncia, ela trabalha desde o muito pe-

queno, como os dtomos, moléculas e particulas subatomicas, até o muito grande,

como os objetos astrondmicos.Efetuar e descrever medidas em tais escalas dis-
tintas exige uma maneira que possa facilitar a descricdo.

Notacdo € o termo que se usa na matematica para representar algo de modo sim-
bélico. E a maneira de escrever alguma coisa. Por exemplo, quando escrevemos a
poténcia como a" , queremos dizer que a notacdo para a poténcia é essa. E mais
econdmico do que escrever: “a elevado a n”.

A notacdo cientifica é definida como:

ax10°,



em que a é chamado de mantissa e, por norma, é um niimero
maior ou igual a 1, e menor do que 10. O ndmero b b é a chamada
ordem de grandeza.

Por exemplo, a quantidade de moléculas de dgua ( H20 ) em
uma tnica gota d’dgua (assumindo uma gota contendo 0,05 ml)
é de 1, 67 x10% moléculas, um ntimero praticamente impossivel
de escrever quando precisamos utilizd-lo (ABDULACK, 2021).

O didmetro médio da eletrosfera de um dtomo é de cerca de
10" metros. A massa do Sol é de 1,99x10%* kg,

Em nossa escala do dia a dia, ndo temos objetos que sdo re-
presentados por nimeros tdo pequenos ou tdo grandes, mas de-
pendendo da grandeza fisica, isso é necessario.

O processo de medicdo na fisica e nas engenharias é fundamen-
tal e é essencial que saibamos trabalhar e manipular as medidas.
Aquilo que escrevemos como kg (quilograma), m (metro), s (se-

gundo), A (ampere), K (kelvin), chamamos de unidade de medida.

A primeira coisa é que nos calculos que envolvam unidades
de medida, as unidades de medida se comportam como se fossem
nameros e todas as operacdes que vocé viu até aqui valem para as
unidades de medida também.

Assim, quando vamos calcular uma drea, cujas dimensdes foram
estabelecidas em metro, escrevemos a resposta dessa drea em metros
quadrados. Isso acontece porque 1 m =1m', ou seja, 0 simbolo do
metro esta elevado ao expoente 1. Logo, ao expressar o produto de
dois comprimentos, o simbolo do metro se comporta como se fosse
um ndmero e segue também as propriedades da potenciagao:

(I m)x(Im)=1m?

A segunda coisa é que o nimero de algarismos mostrados apds uma
medigdo indica diretamente a precisdo daquela medida. Assim,
quando escrevemos 1,0 m e 1,00 m, queremos dizer que a dltima
medida é mais precisa do que a primeira.




Radiciacao

Poderfamos efetuar a operacdo inversa: dada uma 4rea quadrada, por exemplo,
de um terreno, o lado é conhecido pela raiz quadrada.

Do mesmo modo que a subtragdo é a operacdo inversa da adigdo e a divi-
sdo é a operacdo inversa da multiplicacdo, a radiciacdo é a operacdo inversa
da potenciagao.

£ aprofunpanpo |

Sejamad € e N € . Define-se a raiz enésima de d, em que & e N séo
denominados respectivamente por radicando e indice da raiz, da forma

na=b<b'=a , sendo que o nimero D é tnico e:
« Se N forpar,entio a>0e b>0;
« Se N forimpare a<0,entao b<0;

- sea>0,entaio b>0 Vne

A raiz quadrada é a mais conhecida das operagdes de radiciagdo, mas ha muitas
aplicagdes em que a raiz é de outra ordem, ou indice. Observe, na Figura 12, os

elementos da radiciacao.
rindice
'\n/ a f— b Raiz
I— Radicando

Figura 12 — Elementos da radiciacdo / Fonte: adaptada de Bonatti et al. (2015).

Descrigdo da Imagem: a figura mostra a letra “a” dentro do simbolo da enésima raiz com uma ligagdo por um
segmento preto indicando que “a” é a radiciagdo. No canto superior esquerdo do simbolo da raiz, ha a letra "n” e um
segmento preto aponta para a sua denominagdo, que é o indice. Apos o sinal de igualdade, vem o nimero “b” com
o0 texto “Raiz” logo ao seu lado. Fim da descrigdo.



Exemplos de raizes conhecidas:
a) J25 =5, pois 52 =25
b) /81=9, pois 9? =81
¢) 27 =3, pois F =27

d) ¥32=2,pois 25 =32

[ srommoanss [T

Embora alguns autores possam divergir quanto a isto, a raiz quadrada de um
namero é definida como sendo um nudmero positivo. Note, contudo, que
(+5)? = (+5) - (+5) = +25 e que (-5)% = (-5) - (-5) = +25 , 0 que poderia
passar a ideia de que a raiz de 25 pode ser tanto +5 quanto -5. Mas isto ndo é
bem preciso. Existe uma outra maneira de escrever a raiz quadrada de um
numero ao quadrado, que é o valor absoluto (médulo) do nimero: \/a_2= |a| ,
gue é o valor positivo de a .




Quando as raizes que ndo sao conhecidas, pode ser usada a técnica de fatoragdo em
niimeros primos, jé estudada anteriormente. Assim, considere, por exemploy144
. Vamos construir uma tabela para auxiliar na fatoragao, explicando cada passo.

144 2 Divisédo de 144 por 2
72 2 Divisédo de 72 por 2
36 2 Divisdo de 36 por 2
18 2 Divisdo de 18 por 2
9 3 Divisdo de 9 por 3
3 3 Divisao de 3 por 1
1
Forma fatorada 2x2x2x2x3x3=2%x3?

Quadro 1 — Fatoracdo do nimero 144 em fatores primos / Fonte: autor.

Com a fatoragdo, podemos trocar o 144 pela sua forma fatorada dentro da raiz:

Nier N

De fato, 122 =144

Na fisica, em varias situa¢des precisamos trabalhar com poténcias e raizes. Por
exemplo, o periodo (T) de um péndulo simples depende de uma raiz quadrada da
razdo entre o comprimento do fio (L) e a aceleracdo da gravidade (g):

T=2n "
g




Se vocé for ao laboratorio para medir a aceleracdo da gravidade local usando um
péndulo simples, entdo tera de reescrever a equacao do periodo da seguinte maneira:

4L
T2

g:

No mesmo contexto das poténcias, também esta 0 movimento retilineo uni-

formemente variado, aquele com a aceleragdo constante. Quando um objeto se

movimenta com a aceleracdo constante e em uma trajetoria reta, a sua posigao

varia com o quadrado do tempo. A aceleracdo é o “como” a velocidade varia.
Vamos ver agora as propriedades da radiciagao.

SOMA E SUBTRAGAO DE RAIZES:

E necessario que os radicais sejam semelhantes, isto é, tenham indice e radican-
do iguais.

Y2+32=233

MULTIPLICAGAO E DIVISAO DE RADICAIS (iNDICES IGUAIS):

Se os indices sdo iguais, a operacdo é efetuada normalmente.

Ya-Ub="ab
Q/a=— b+~
%\/: °

MULTIPLICAGAO E DIVISAO DE RADICAIS (INDICES DISTINTOS):

E preciso reduzir ao mesmo indice neste caso.

Ya - Uo ="¥a"-b"




Conforme vocé viu nas propriedades da radiciagao, quando temos indices dis-
tintos, é necessario ter um cuidado redobrado, e vamos demonstrar a reducao
ao mesmo indice.

| £ aprorunpanpo |

Vocé precisa se lembrar da propriedade 7 do expoente fracionario da poten-
ciagdo, que abordamos no inicio desta segdo. Assim, podemos escrever uma
raiz como um numero elevado a um expoente fracionario. Relembrando,

fazar

Assim, na multiplicacéo (e divisdo) de raizes com indices distintos, precisamos
trabalhar neste sentido para reduzir as raizes ao mesmo indice.

1
Sendo Q/B =b" | o produto sera:

11
Q/a% =aﬁ.bH

Agora, olhe para os expoentes. Se multiplicarmos o denominador do primeiro
por m e o denominador do segundo por n, entdo todos eles terdo o mesmo de-
nominador. Contudo, para ndo alterar a fragdo, também precisamos multiplicar
o numerador do expoente do a por m e o numerador do expoente do b por n.

Matematicamente:

11 m n
an ,bm = gmm ,bnm
Ou ainda:
1

(- (o)n =

Finalmente, em muitas situacdes, é essencial racionalizar uma fracao cujo deno-
minador é um radical.

1




Isso significa achar uma fracdo equivalente a ela com denominador inteiro.
E equivalente a dizer que precisamos eliminar a raiz do denominador. Para fa-
zer isto, devemos multiplicar numerador e denominador pela raiz, lembrando

que\/a'\/aza.

4

=—X

NG
45
5

e
gy

Para eliminar a raiz do denominador que contém uma soma ou subtracdo de
radicais, devemos multiplicar o numerador e denominador pelo conjugado do
termo que contém a raiz. Observe o exemplo:

2 _ 2 1+
NZENCIING ENE RN ENG
_2(V1+.3)

7-3

2(J7+43)

4
J7+43

2

&5 EM FOCO

Acesse o conteudo da disciplina e conheca mais sobre este tema. Recursos de
midia disponiveis no conteudo digital do ambiente virtual de aprendizagem.




NOVOS DESAFIOS

O processo de medicdo envolve essencialmente comparar o mensurando com
um padrao pré-estabelecido, mas ainda mais fundamental é compreender que
medir algo é na verdade fornecer um intervalo e ndo um namero.

L4 no inicio, na Figura 2, vocé viu que as leituras em uma simples régua
milimetrada podem divergir. Mas uma coisa é certa: todos concordamos que
ela tem 2,7 cm de comprimento. O segundo algarismo depois da virgula é que
nos deixa em davida.

Isso ocorre porque ndo temos mais subdivisdes na régua da Figura 2, que
é arégua que usamos no dia a dia. Todo instrumento de medida é assim: com
precisdo limitada, por mais que seja bastante preciso.

Um paquimetro, por exemplo, é muito mais preciso em medir pequenos
comprimentos (sejam externos, internos e de profundidade).



Por exemplo, quando escrevemos que a pega de madeira da Figura 2 mede
2,77 cm de comprimento, implicitamente dizemos que essa medida tem trés
algarismos significativos de precisdo e indica a precisao do instrumento com o
qual esta medida foi efetuada.

Em todas as medidas fisicas experimentais, precisamos escrever todos os
algarismos que temos certeza até o primeiro algarismo que tivemos de estimar.
O dltimo algarismo em 2,77 ou em 2,75 é chamado de algarismo duvidoso, mas
ele precisa ser o tltimo mostrado em uma medida.

Assim, uma medida de 1,0 m é diferente de uma medida de 1,00 m, pois
essa indica uma precisdo maior do que aquela, j& que apresenta mais algarismos
significativos.

Apés uma medida, ou se vocé se deparar com um valor ja medido, por exem-
plo 0,001520 kg, e precisar determinar o ntimero de algarismos significativos
na medida, o primeiro passo é escrever essa medida em notacao cientifica,
estudada quando tratamos da potenciagao.

Nesse caso, “movimentamos” a virgula para a direita, até que o primeiro digito
seja um ndmero maior ou igual a 1 ou menor do que 10. Nesse caso, a virgula
precisard “andar” trés nimeros, até ficar entre 0 1 e 0 5 da medida. Af, basta usar
uma poténcia de dez negativa, que ¢ justamente a ideia da notagdo cientifica,
ficando igual a 1,520x107 kg.

Uma aplicacdo direta da notacao cientifica é que o nimero de algarismos
mostrados na mantissa é exatamente o niimero de algarismos significativos, in-
dicando a precisdo da medida.

Conhecimentos como esses permitem primeiro que entendamos a natureza
da incerteza na medicdo e consigamos estabelecer, por meio de andlises deste
tipo, um limite para o erro e para os valores toleraveis em uma medida.

Se precisassemos responder quem tem razdo sobre a medida, o melhor se-
ria realizar uma média aritmética, que é a soma de todos os valores obtidos na
medicdo dividida pelo ntmero de medicdes efetuadas. Além disso, a incerteza
também pode ser conhecida e trabalhada a partir da estatistica de muitas me-
digdes. Se todos os operadores de um instrumento estiverem bem treinados e
os instrumentos bem calibrados, as medidas estardo sujeitas apenas aos erros
aleatérios de medida.
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VAMOS PRATICAR

O perimetro é a medida da distancia ao redor da borda de uma figura plana, seja ela
composta por lados retos ou por uma linha curva.

Uma empresa de construcéo civil foi contratada para construir uma piscina em um condo-
minio residencial. A forma da piscina deve ser retangular, com 12 metros de comprimento
e 8 metros de largura. O condominio solicitou que fosse construida uma cerca, distante
2 metros de cada lado da piscina, para garantir a seguranca das criancas. Dessa forma,
guantos metros de cerca serdo necessarios para cercar a piscina?

Uma quantidade total que foi dividida em partes iguais pode ser representada por uma
fracdo. Se uma pizza, por exemplo, for cortada ao meio, entdo a soma das duas metades
fornece o todo. Cada uma das metades é representada pela fracdo 1/2. Considere que
uma pizza inteira foi dividida do seguinte modo: primeiro na metade, produzindo dois
pedacos e, na sequéncia, apenas uma das metades foi dividida em duas partes, o que
representa 1/4 da pizza total. Assim, se juntarmos os dois }4 da pizza, teremos nova-
mente a metade, o que matematicamente representa 2/4, correspondendo a metade
da pizza original novamente.

Assinale a alternativa correspondente ao conceito envolvendo fracdes.

a) Fragbes equivalentes.

b) Principio fundamental da contagem.

c) Comutatividade da adic&o.

d) Soma de termos com radicais e indices iguais.
e) A existéncia de simétricos na reta real.

S6 podemos somar ou subtrair fracdes que possuam o mesmo denominador. Caso elas
nao possuam o mesmo denominador, precisaremos reduzir ao mesmo denominador
para entdo operar sobre as fracoes.

Em um dos contos do livro “O homem que calculava”, um pai havia deixado 35 camelos
como heranca aos seus trés filhos da seguinte maneira: metade iria para o filho mais
velho, um terco para o filho do meio e um nono para o filho mais novo. Efetue a soma das
fragBes envolvidas na diviséo dos bens entre os irmaos.



VAMOS PRATICAR

Racionalizar uma fracdo cujo denominador é um radical significa achar uma fracao
equivalente a ela com denominador inteiro. Para isso, devemos multiplicar ambos os
termos da fracao por um nimero conveniente. Ainda podemos dizer que racionalizar
uma fracdo significa reescrever a fragdo eliminando do denominador os radicais. Para
eliminar a raiz do denominador, multiplicamos denominador e numerador pela raiz que
ja se encontra no denominador.

Com base no texto, assinale a alternativa que mostra corretamente como é a forma ra-

2
cionalizada da fragéo T .
3

J2

a 3
b) 32

J3

o 2
2\3
d ~—3

2

e) 3




VAMOS PRATICAR

No produto de poténcias de bases iguais, a base é conservada e os expoentes sdo so-
mados. Na divisdo de poténcias de bases iguais, a base é conservada e os expoentes
sdo subtraidos.

Se a massa do Sol for da ordem de 10%° kg e a massa de um atomo de hidrogénio for

de 1077 kg , entdo, a divisdo da massa do Sol pela massa do &tomo de hidrogénio for-

1030
nece: 7——— = 10%7 , 0 que d& a ordem de grandeza dos atomos de H no Sol.

10

Analise as sentencas a seguir:

I - Na operacdo mostrada, foi efetuada a divisdo de poténcias de bases iguais.

Il - N&o é possivel efetuar o calculo mostrado.

Il - O célculo esta incorreto pela regra de sinais.

IV - O calculo mostra a quantidade de atomos de H no Sol se os outros elementos forem
despreziveis.

E correto o que se afirma em:

a) lelV, apenas.

b) Ilelll, apenas.

c) lllelV, apenas.
d) 1, 1lelll, apenas.
e) I, 1llelV, apenas.
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1. Note professor(a) que para as duas dimensdes apresentadas na piscina a cerca a ser
construida deve estar ainda 2 metros distante. Sendo assim, para os 12 metros de com-
primento da piscina, a cerca devera ter 16 metros (2 metros a mais para cada lado), a
largura por sua vez, devera ter 12 metros (2 metros a mais para cada lado). Como quere-
mos calcular o total do comprimento da cerca, ou ainda, o perimetro, devemos somatr:
16 m+16 m+12 m+12 m = 56 m (cf. Figura).

412 m+

———————2m+2m+2m——————!

Observacao: somamos duas vezes 16 e duas vezes 12, porque temos dois lados com
estes comprimentos.

FORMULA:
Adicéo de nimeros inteiros.

2. Opcéo A.

a) O conceito de fragBes equivalentes consiste em fragfes escritas de maneira dife-
rente, mas que correspondem a mesma quantidade. Assim, nesta questao, exige-se
a interpretacdo do aluno de que o problema trata das fracdes e também que tomar
uma parte de duas é equivalente a tomar duas partes em quatro.

b)  Trata-se de um principio da analise combinatdria que nem mesmo é mencionado no
texto do Tema 1. A situagdo proposta ndo tem relagdo com combinacdes de elementos,
mas de analisar operac¢es com fragcdes.

c) A comutatividade da adicdo é uma propriedade dos nimeros reais que garante que
a soma dos numeros independe da ordem em que é efetuada. Nao tem relagdo com
0 conceito apresentado no texto.




d) A soma dos termos com radicais iguais e indices iguais € um conceito que envolve
raizes e ndo esta relacionado com as fragdes propostas pelo problema.

e) Esta é uma propriedade dos nimeros reais que garante a existéncia de um nimero
negativo para cada positivo. Logo, ndo esta relacionada ao texto da pergunta.

1 11

A soma das fragoes é: §+§ + = . Como elas nédo estdo reduzidas ao mesmo denomi-

9
nador, é preciso calcular o minimo multiplo comum, que é 18 para este caso. Pela técni-

6
2°18'3°18

ca de reduzir ao mesmo denominador, teremos as fragdes equivalentes:

e § :E . Somando tudo, temos: E—I—E—l—ﬁ = E

FORMULA:
Soma de fragdes com denominadores distintos: as fracdes equivalentes.

Opcao D.

Como temos apenas uma raiz quadrada no denominador, basta multiplicarmos numerador
e denominador pela mesma raiz quadrada:

E)
J3°V8 7 3

a) Correta, pois foi realizada a divisdo de poténcias de bases iguais, conservando a base
10 e subtraindo os expoentes. Além disso, a divisdo da massa do Sol pela massa de
um atomo de H, mostra quantos atomos de H cabem no Sol, embora precise assumir
gue a imensa frac&o de H seja maior do que de outros elementos.

b)  E possivel realizar o calculo e ele ndo esta incorreto, pois 30— (—27) =30+ 27 .

c) Embora o célculo efetuado mostre a ordem de grandeza dos atomos de H no Sol,
ele ndo esta incorreto.

d) A operacéo efetuada de fato é a da poténcia de bases iguais na divisdo, mas pelo ja
exposto, o calculo é possivel e ndo esta incorreto.

e) E possivel efetuar o célculo, ele ndo esta incorreto, embora forneca a ordem de
grandeza dos atomos de H no Sol.




TEMA DE APRENDIZA GEM 2

MONOMIOS, POLINOMIOS E
EQUACOES POLINOMIAIS

MINHAS METAS

L

Classificar um polindmio quanto ao grau.

Identificar um polinémio quanto ao nimero de termos.

NY

—> Aprender as operagdes basicas com polinémios: adi¢do, subtracio, multipli-
cacao e divisdo.

— Aprender a fatoragao de polinémios.

— Estudar as equacdes do primeiro grau, segundo grau, terceiro grau e quarto
grau.



INICIE SUA JORNADA

Quando vocé deixa cair qualquer objeto em direcdo ao solo, se pudermos des-
prezar a resisténcia que o ar oferece, dizemos que ele estd em queda livre. Em
projetos térmicos, principalmente industriais, os engenheiros precisam trabalhar
com os processos de trocas de calor.

O que hd em comum entre a queda de um objeto e a situacdo da transferéncia
de calor através das paredes de um forno industrial?

VAMOS RECORDAR?

Para este tema, é importante que vocé saiba trabalhar
com as propriedades associativa, comutativa e distributi-
va. Que tal revisar? Acesse 0 QR Code e assista ao video.

DESENVOLVA SEU POTENCIAL

EQUACOES POLINOMIAIS

Uma equacdo é uma sentenga matemética formada por meio de uma igualdade
e contendo ao menos uma incégnita.

Incdgnita é o valor que queremos saber de uma equagéo. A palavra “equagao” tem
sua origem no latim aequatio, que significa igualdade.

Encontrar o valor da incégnita em uma equacao significa encontrar um conjunto
de valores que tornam a sentenga matematica verdadeira.




Estudante, um exemplo de equacdo que vocé estudard neste tema é:
2x—4=0

O interesse principal nesse tipo de problema é calcular o valor de X que, em
principio, é desconhecido nessa equacdo e, por isso, o chamamos de incognita,
por se tratar de um valor desconhecido. Vocé verd também que um sindnimo
para X é variavel.

Calcular o valor de X nessa igualdade é encontrar o valor de X que torna
asentenca 2X -4 =0 verdadeira (LACHTERMARCHER; WAGNER, 2011).

Nao é qualquer valor de X que satisfaz a equagao, pois a instrugao que ela
nos fornece é: “subtraindo quatro unidades do dobro do ntimero que nao conhe-
cemos resulta em zero”.

De modo completamente equivalente, poderfamos ter escrito2x=4, ou
4 =2x, nao importa a ordem.

De modo geral, uma equacdo polinomial é uma equacao que pode ser escrita
na forma:

anX" + an-1 X"+ +aixt+a0 =0.

Os termos an, an-1,..., a1, & sdo os coeficientes numéricos do polindmio.

Em outras palavras, é uma equagdo que envolve
Um polinbmio é uma
expressao algébrica
de dois ou mais
termos

polindmios em uma variavel. Para entender como
tratar das equagdes polinomiais, vamos primeiro es-
tudar o que é um polinémio e que tipo de operagao
podemos realizar. Um polindmio é uma expressao
algébrica de dois ou mais termos.

Um produto de nimeros reais, todos ou em parte sob representagao literal,
recebe 0 nome de mondémio ou termo algébrico.

Todo mondmio é composto por duas partes: o coeficiente numérico e a parte
literal (formada por letras).



— Coeficiente numérico

412

ITl—Parte literal

Figura 1 - O coeficiente numérico e a parte literal de um mondmio / Fonte: adaptada de Bonatti et al. (2015).

Descrigdo da Imagem: na figura € mostrado o mondmio -4t empreto, com segmentos verdes explicativos, cujas
legendas sdo: “coeficiente numérico”, para o -4 e “Parte literal”, para o t2.

Exemplos de mondmios:

Todo nimero real € um monémio com parte literal inexistente.

O coeficiente numérico é 8 e a parte literal é x.

4

.= L= . p b2
O coeficiente numérico é e a parte literal é 0.

O coeficiente numérico é -3 e a parte literal é X" Y .
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O coeficiente numérico é -1 e a parte literal é XYZ .

O coeficiente numérico é 5 e a parte literal é tz .

Em alguns célculos, aparecem muitas vezes termos semelhantes. E ideal que vocé
saiba reconhecé-los, pois pode simplificar as operagdes. Eles sao termos que
diferem apenas pelo coeficiente numérico.

7Xy? —2m+9y3X +4m

Figura 2 — OperagGes com mondmios: os termos em cores iguais sao semelhantes, diferindo apenas pela
parte numérica / Fonte: autor.

Descrigdo da Imagem: na figura sdo mostrados os mondmios 7xy’e 9y*x (em vermelho), -2m e m (em azul). O
polindmio é construido com a soma desses mondmios.

Observe, na Figura 2, que os termos em cores iguais sdo semelhantes entre si, de
acordo com a definicdo: apenas o coeficiente numérico muda de um termo para
o outro: a parte literal é igual.

Ap0s esse primeiro contato, estudaremos as operagdes com 0s mondmios.

Adicdo e subiragcdo de monomios

A Figura 2 apresenta a adicio dos mondmios 7xy’e 9 y°X, a0 mesmo tempo em
que se tem a soma do mondmio 4m com 0 mondmio —2mM . Podemos efetuar a
adicdo e subtracdo de monomios, mas apenas com aqueles termos que possuam
parte literal comum, ou seja, mondmios s6 podem ser somados ou subtraidos
se forem semelhantes.

Para operar sobre os monomios na adicdo e subtracao, conservamos a parte
literal comum e operamos os coeficientes numéricos.



Ainda com base na Figura 2, pela regra supracitada teremos:

7Xy% —2m +9y3x+4m = 16xy® +2m

Figura 3 — Adigdo e subtragdo de mondmios / Fonte: autor.

Descrigdo da Imagem: na figura sdo mostrados os mondmios 7xyee 9y’x (em vermelho), —2m e 4m (em azul).
O resultado é obtido com a soma desses mondmios. Os termos com cores iguais podem ter os seus coeficientes
numéricos somados, mantendo-se a parte literal.

Perceba que 7+9 =16 que sdo os coeficientes da parte literal Xy* (mondmio em
vermelho), e —2+4 =2, que sao os coeficientes da parte literal m (mondmio

em azul).
Acompanhe na sequéncia alguns exemplos.

Os monOmios apresentam a mesma parte literal, entdo basta somar os termos
numéricos: 2+7 =9, mantendo a parte literal a.

Os mondmios aqui também apresentam a mesma parte literal, entdo basta
subtrair os coeficientes numéricos: 5—2 = 3, mantendo a parte literal.

Os monomios sdo semelhantes, pois apresentam a mesma parte literal, que é o
produto ab , que é o mesmo que o produto ba . Entdo, mantemos a parte literal

e subtraimos os coeficientes numéricos: 10—-9=1.




Os trés mondmios que aparecem sao semelhantes. Basta manter a parte literal e
efetuar as operacdes indicadas com os coeficientes numéricos: 5+3—2=6.

Neste caso, o resultado ficara com dois termos, pois nao é possivel reduzi-los a
apenas um. Efetuamos as operacdes indicadas entre os mondmios semelhantes,
mantendo a parte literal em comum e operando sobre os coeficientes numéricos.
Parax: 2+3=5

Paray: 3—2=1

“"_n

Com relagao aos exemplos “c” e “e”, note que deixamos o resultado como 1ab
e 1y, respectivamente, com o nimero 1 explicito para evidenciar as operacdes
com os coeficientes. Muitas vezes, no entanto, vocé vai encontrar esse resultado
como simplesmente o produto ab, o que é equivalente

Para finalizarmos com a adigdo e a subtracdo de mondmios, o que acontece
caso os termos sejam iguais?

2X—2x=0

Se os termos sao idénticos, entdo a subtragao entre eles é zero. Pense no X
como sendo uma maca. Se vocé tem duas magas e come essas macas, entdo nao
sobram mais magcas.

Multiplicagao e divisao de monémios

Ao multiplicar monomios, devemos seguir os seguintes passos:
1. realizar a regra de sinal, quando necessario;
2. multiplicar os coeficientes numéricos;
3. quandohouver parte literal igual, devemos aplicar a propriedade da mul-
tiplicacdo de bases iguais, conservando a base e somando os expoentes.



Acompanhe, na sequéncia, alguns exemplos.
a) 2X-3x=6x
b) 2x-3y =6xy
c) 4xy-7xy* =28x2y3
d) 4ab-(-5z) = -20abz

e) —10a%b-9a%’ = -90a*b*

f) th -étv3 _10 t3ve = §t3v3

3 4 2 6

28x4
4x

=7x3

Ao dividir monomios, devemos seguir os seguintes passos:
1. Realizar a regra de sinal, quando necessario;
2. Dividir os coeficientes numéricos;
3. Quando houver parte literal igual, devemos conserva-la e subtrair os
expoentes. Ou seja, devemos aplicar a propriedade da divisao de bases
iguais.

Acompanhe alguns exemplos.
a) Ix+3x=3x0=3-1=3

ot
3x!
=3x0
=3.1

=3x1




b) 28x* +4x=7x

28x4
4x!

=7%x3

— 7X4—1

) 4x3y? +(-2x2y) = -2xy

4 X3y2 __ 4 X3y2
=2X2y 2x2y

— 3221

=-2xy
d) (—20a°bc) + (—5a%b) = 4ah’c = 4a’c

—20a%hc _ 20ashc
—5a3b 5ab
=4a>p! ¢
=4ahc

=4ac

e) —10a%h +2a%h’c = -5a%h2c =5b2c ou—"
b2c
—10a’b _ 10a%
2a’b’c  2ab’c
— _5a22p1-3:0-1

=-5a’h2c!

= —5b2c!
5

b2c




tlv—3 tV—S

3 4 (3 5) 15
2
e _(2.4} 2
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8 1,03
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Acompanhe, na sequéncia, um resumo da nomenclatura vista até aqui

Polinomios

Monomios, Binomios e

Trindbmios
! 2

[ MONOMIO =R
Com um Unico termo, temos o
mondémio, que vocé acabou de
estudar. Com dois termos, temos o bindmio.

p 2
3y 3xy” + 2xy
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TRINOMIO

Agora com trés termos (veja que sdo
trés mondmios), temos um trinémio:

3zy? + 22y + 1

%

POLINOMIO

Quatro termos ou mais ndo tem um
nome especial. Sao polinémios
mesmo.

3z’ +2zy+z—1

Adicao e subitragdo de polinomios

Vocé estudou até agora os mondmios e as operagdes com os monomios. Como
vocé viu, polindmio é o nome que se dd quando se tem um mondmio com mais
de dois termos.

£ aprorunDANDO |

O grau de um polindmio n&o nulo é definido como sendo o0 maior expoente da
variavel com coeficiente ndo nulo. Por exemplo, o polinbmio definido como
P(x) =5x* =3x* +1 apresenta grau 4, pois € o maior expoente de X.

Para somar e subtrair polindmios, devemos seguir a mesma regra da adigdo e da
subtracdo de monomios, apresentada na Figura 2 e na Figura 3.



Considere, como exemplo, os polindmios —2X* +5x-2 e —-3x*+2x—1.
Vamos efetuar a adicdo e a subtracdo entre eles:

“2X2+5X=2)+ (-3 +2x—1) =-2x2 + 5x —2—-3x3 +2x — 1
(

=-3x3-2X>+7x-3

j EU INDICO |

assista ao video, em que € mostrada uma aplicacdo geométrica de
adicdo e da subtracédo de polindbmios.

Multiplicagao de polindmios

Para efetuar a multiplicacdo de polindmios, procedemos de modo similar a mul-
tiplicacdo de mondmios. Contudo, agora a propriedade distributiva deve ser
levada em consideracao:

(@a+b)-(c+d)=ac+ad +bc+hd

Acompanhe os exemplos seguintes da multiplicagdo de um monémio por um
polinémio.

3x2 - (5X3+8x2 — X) = 3x2 - 5x3 + 3x2 - 82 — 3x2 - X

) =15x5+24 x4 —-3x3
4x-(2x—3y) =4x-2x—4x-3y
) = 8x% —12xy
C) 3 22 3 3 22 3

(-7ab+4ab —9ab )-(-3ab)=(-7a b)-(-3ab)+(4a b )-(-3ab)+(-9ab )-(-3ab)
=21a*h? —12a%h3 +27a2h*




A multiplicagdo de polindmio por polindmio também deve levar em consi-
deracdo a propriedade distributiva. Acompanhe, na sequéncia, os exemplos.

a) (X+2)-(x—=3)=x-X+X-(-3)+2-x+2-(-3)
=X2-3X+2X-6

=X2—-6X—-6

b) (Bx+ y)-(5x% —2y) = 3X-5%% + 3% (-2y) + Y- 55 + y - (=2y)
=15x3 —6Xy + 5x2y —2y?

C) (-2a+b)-(3a+2ab-5)=-2a-3a+(-2a)-2ab+(-2a)-(-5)+b-3a+b-2ab+b-(-5)
=—6a2? —4a?b + 10a + 3ab + 2ab? — 5b

Vocé estudou o produto de polindmios. Lembre-se que uma poténcia é um pro-
duto de um termo por ele mesmo, de modo que as mesmas operagdes e proprie-
dades sao validas.

Produtos notdveis

Existem alguns termos que aparecem com mais frequéncia e que podemos re-
solvé-los de modo prético para simplificar o calculo.

(a+b)2=(a+b)-(a+b)

Distributiva: (2 +b)-(a+b)=a? +ab+ba+b?

Como ab & comum com ba , entio podemossomar estes termos e resulta em:
(a+b)2=a2+2ab+b?

Exemplo:
(x+5y)2 =x2+2- x-5y+(5y)2
= X2+ 10xy + 25y?




(a-b)2=(a-b)-(a-b)
=a2—ab—ba+h?
=a2 —2ab+b?
Exemplo:
(x3—4)2 =(x3)2—-2-x3-4 + (—4)?

=X6—8x3+16

(a+b)(a-b)=(a+b)-(a-h)

=a2—ab+ba—-b?

=a% - b’
Exemplo:
(3t2+2)-(3t2 —2) = (3t2)2 — 22
=9t —4

No célculo da velocidade média e da velocidade instantdnea, por exemplo, ocor-
rem expressdes como: 5t* — 5t?, que podem ser fatoradas como 5(t +to) - (t - to)

para simplificar os célculos provenientes da definicdo de velocidade (HALLIDAY,
2016; NUSSENZVEIG, 2013).

Divisao de polinomios

Para efetuar a divisdo de um polindmio por um mondmio, assim como na mul-
tiplicagdo, transformamos em duas ou mais divisdes de mondmios.

a) (8% —6x%) +(2x) = 8% +(2x) — 6X* + (2X)
=4x*—3x2




b) (15y> —4y?2) +(-5y) = 15y% + (-5y) — 4 y? + (-5y)

=3y ty
5

A divisao de polindmios é composta por dividendo, divisor, quociente e resto,
assim como a divisao de niimeros naturais, mas no caso da divisao de polindmio
por polindmio, cada termo é formado por mais de um mondmio.
Vamos apresentar um exemplo e resolvé-lo pelo método da chave.
Considere a divisao do polindmio 2x* —5X —12 pelo polindmio X —4.
Inicialmente, devemos escrevé-lo na seguinte forma:

2x2-5x-12 |x-4

O objetivo é zerar sempre o primeiro termo do polindmio. Para isso, dividi-
remos o primeiro termo do dividendo pelo primeiro termo do divisor, isto é,
2x2 + x = 2x . O resultado encontrado deve ser multiplicado pelo polindmio
X—4,que é o divisor:

2x-(x —4) = 2x2 — 8x

Oresultado desse produto devera ser subtraido pelo polindmio 2x* —5x—12,
que é o dividendo.

2x%2 -5x 12 |x-4

-2x2  —8X 2X

Ou seja:

2%2 -5x 12 |x-4

=2X2  +8X 2X



Juntando os termos semelhantes e abaixando o -12:

28 5x 12 [x-4
72{ +8X : 2X

3x  -12

Agora, considerando o polindmio 3x - 12, repetiremos o processo, dividindo

3X por
X:
28 Bx 12 |x-4
72)(4 +8X : 2X+3
3X -12
—(+3x  -12)

Removendo os parénteses e efetuando a regra de sinais:

2 sx 12 |x-4

72?[ +8X : 2X+3
K AT
~(33%  A2)
0

Assim, (2x¢ —5x—12) +(x—4) =2x+3 e o resto é zero.

Anteriormente, quando tratamos dos produtos notaveis, mencionamos o
exemplo da velocidade média e da velocidade instantdnea. Vamos entender como
isto se relaciona com o assunto deste tema.

Na queda livre, um objeto cai com aceleragdo constante. A equacdo que re-
laciona a posigao vertical do objeto, ¥, com o tempo, t, é a equagao horaria da
posicdo, que, neste caso, pode ser escrita como: Yy = 10 - 5t*, assumindo por sim-
plicidade que o objeto foi solto de uma altura inicial de 10 metros e a aceleragao
da gravidade é aproximadamente 10 m/s” .




De um modo ainda impreciso, definimos a velocidade como rapidez com que
algo se move (HEWITT, 2011). A velocidade média s6 pode ser definida entre
dois instantes. Assim, ndo podemos dizer a velocidade média em um instante
especifico, mas em um intervalo (NUSSENZVEIG, 2013; GUIDORIZZI, 2015).

No exemplo da queda livre, podemos definir a velocidade média com o cha-

mado quociente de Newton: é a variacdo de posicao dividida pela variacdo do
tempo. Um moével € mais rapido do que o outro se percorrer uma distancia maior
em um mesmo tempo. Matematicamente:
_Y—Yo
"
em que Yo € a posicao que o movel ocupou no instanteto e y é a posicao que o
mével ocupa no instantet .
Vamos expressar a velocidade média entre os instantes t=1 s e qualquer
outro instante posterior, que representaremos pela parte literal t.
Pela definicao de velocidade média, teremos:

5t2—-5.12
V =|0—/———
m t—1

Como o ntimero 5 é fator comum, podemos coloca-lo em evidéncia, ficando
com:

Observe que temos agora uma divisdo de polindmios. Neste caso, escrevemos
o numerador como o produto da soma pela diferenga, estudado nos produtos
notaveis:

Vm _5 t—lt_i+1

desdeque t#1s.



Se t # 1s, entdo podemos simplificar, que corresponde ao mesmo resultado
da divisao do polindmio t* — 1pelo polindmiot -1, o que resulta em:

Vm :5(t+1)
=5t+5

A velocidade média de um objeto em queda livre entre os instantest =1 s e qual-
quer outro instante posterior antes de chegar ao chao é, portanto, 5t—5 (m/s).

Em particular, se escolhermos agora o instante t =1 s, teremos a velocidade
instantanea do objeto em movimento: V(1) =5x2=10m/s .

Vocé pode perceber isto calculando o quociente de Newton mostrado para
valores de tempo cada vez mais préximos de 1, como mostra a Tabela 1. De modo
equivalente, isso é 0 mesmo que tomar intervalos de tempo bem pequenos, em
relacdo ao instante inicial to=1s.

TEMPO (S) INTERVALO (S) VELOCIDADE MEDIA (M/S)
11 1,1-1=0,1 10,5
1,01 1,01-1=0,1 10,05
1,001 1,001-1=0,001 10,005
1,0001 1,0001-1=0,0001 10,0005

Tabela 1 — O calculo da velocidade média para intervalos pequenos / Fonte: o autor.
Equacgoes do primeiro grau

As equagdes do primeiro grau (ou linear) sdo equagdes compostas por coeficien-
tes e uma varidvel cujo expoente é igual a um.
As equagdes do primeiro grau, ou lineares, sdo aquelas que podem ser repre-
sentadas por meio da forma
ax+b=0,

em que tanto a # 0 quanto b sdo ndmeros reais e X é a variavel.




Caso o coeficiente a nao fosse zero, entdo teriamos 0 + b =0 . Porém, b é um
coeficiente real e pode assumir qualquer valor e ndo necessariamente zero.

Uma equacao do tipo 2x + 3= 0 é uma equagao do primeiro grau,com a =2 e
b=3. A equagdo 3x-5=0 é uma equagao do primeiro grau, coma =3e b = 5. Ou-
tro exemplo é a velocidade média que vimos anteriormente, se fixarmos um valor
para a velocidade média: 5t +5=10, em que a =5e b =-5, pois para identificar
os coeficientes, é necessario escrevermos a equacdo na forma padrao, o que fica:

5t+5=10
5t+5-10=0
5t-5=0

Por exemplo, a equacdo 2X — 3 = X + 4 nao estd na forma padrdo, mas é possi-
vel transforma-la, efetuando as operagdes necessarias com o principio aditivo e
o principio multiplicativo. Isso significa que é sempre possivel somar, subtrair,
multiplicar ou dividir ambos os membros de uma equagado pelo mesmo ntimero
sem alterar a igualdade.

Nesse caso, precisamos unir os termos em um membro da equacao. Podemos
subtrair X e subtrair 4 de ambos os membros da equacdo 2X—-3=X+4 para
ficarmos com:

2x-x-3-4=0
x=7=0
que ¢ a forma padrdo da equagado do primeiro grau.

Agora, vamos aplicar esse principio na forma geral da equacdo do primeiro
grau:

ax+b=0
ax=-b
b
X==_
a

Este valor de X é o tinico valor que torna a sentenca verdadeira. Ele recebe o
nome especial de raiz da equacao, pois é o valor que torna a equacao igual a zero.
Vamos exemplificar com outra situagao fisica. Vocé filma o movimento de
um carro e marca o tempo que leva para o carro atingir determinadas posigdes.



Se o carro mantiver esse movimento, podemos estabelecer uma relagdo entre
o tempo e a posicdo e podemos descobrir onde o carro estd em cada tempo.

Vamos imaginar que t é o tempo e X é a posicdo do carro do exemplo. Uma
equacdo que pode descrever esse movimento é:

X =10t

Agora, podemos perguntar o seguinte: quando o carro se deslocou 40 metros do
inicio do movimento, quanto tempo havia sido marcado no cronometro?
Nesse caso, escrevemos que nao sabemos quanto vale t, mas sabemos resolver
uma equagdo do primeiro grau:

40 =10t
10t=40
t= 40
10
t=4s

Note, estudante, que se trata de um processo de encontrar a raiz da equagao
10t-40=0.

Equacoes do segundo grau

As equagoes do segundo grau, também chamadas de equagdes quadréticas, sao
compostas por coeficientes e uma varidvel cujo maior expoente é igual a dois.
Assim, chamamos de equacdo quadrética toda equacdo da forma:

ax2+bx+c=0,

emque a#0, b eCsdo coeficientes reais, e X é a variavel.

Observe que, casoa=0, entdo terlamosbx +¢ =0, que ndo é uma equacio
do segundo grau, mas do primeiro grau.

Considere a equacao:

2x2 -5x+3=0




Compare com a forma padrdo e vejaque a=2,b=-5, ¢=3.

Como outro exemplo, considere a equacao X2 —5x +3=0. Nesse caso, a= ,
b=-5ec=3.

A equagdo X* +7x —4 =10 é do segundo grau. Para identificarmos os termos,
assim como trabalhamos com as equagdes acima e do primeiro grau, precisamos
coloca-la na forma padrao, subtraindo 10 de ambos os lados da equacdo:

X2+7x—-4-10=0
X2+7x-14=0

Assim,a=1,b=7ec=-14.

Quando Galileu Galilei (1564 - 1642) estudou a queda livre, havia alguns impedi-
mentos: quando um objeto € solto em queda livre de uma altura pequena, a velocidade
que o corpo adquire atrapalha na medida do tempo de queda, porque é tudo muito
rapido. Esse problema é contornado quando olhamos para o plano inclinado.

Queda livre é 0 movimento de alguma coisa, algum objeto que é solto de alguma
altura e cai, sem nenhuma resisténcia, apenas sob a influéncia da gravidade.

Figura 4 — Representacdoesquematica de uma bola que desce por um planoinclinado / Fonte: https://
upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/a7/Inclined-plane-experiment.svg. Acesso em: 20 jul. 2023.

Descrigao da Imagem: a figura mostra uma rampa esquematicamente. Uma espécie de apoio preto sustenta o
inicio da rampa que esta inclinada. A rampa € cinza e é reta até o chdo, formando um tridngulo retangulo. Uma
esfera é desenhada em cinco posigdes distintas ao longo da rampa com as marcagdes em preto de 1 ¢cm, 4 cm,

9cme 16 cm.
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Como a taxa de aumento da velocidade é pequena
no plano inclinado, entdo, as varidveis dinamicas
nesta escala sio mais faceis de serem medidas. E a
gravidade que atua na esfera, no plano inclinado,
mas a aceleracdo da esfera é apenas uma parte da
aceleracao da gravidade.

Em um dos experimentos de Galileu, ele mar-
cou uma esfera com tinta e a deixou rolar pelo plano
inclinado, deixando marcas ao longo deste. O que
ele verificou é que o espacamento entre as marcas
aumentava com o passar do tempo.

De um modo mais preciso, ele percebeu uma re-
lacdo de dependéncia da distdncia com o tempo de
acordo com o mondmio:

Considere agora o lancamento de um projétil. Ao invés de soltar um objeto, vocé
0 arremessa para cima. Quanto tempo demora para ele retornar?

As raizes (ou solugdes) de uma equacdo do segundo grau sdo os valores que,
atribuidos a variavel, tornam a sentenca verdadeira. Por exemplo, 3 é a raiz da
equagdo do segundo grau X* —5x+6=0, pois 3*~5-3+6=9-15+6=0.

Existe uma férmula que permite encontrar as raizes de uma equacao do se-
gundo grau completa ou incompleta. Aqui no Brasil é conhecida popularmente
como a Férmula de Bhéskara, por associd-la a0 matemdtico hindu homoénimo.
A férmula resolutiva da equacdo do segundo grau é dada por:

o ~b++/b? —4ac

2a

que sdo as raizes da equagdo, ou seja, temos duas solugdes para a equagao do
segundo grau.

A expressdob? —4-a-c é um ntmero real que pode ser representado pela
letra grega D (delta maitiscula).




Ovalor do D determina o nimero de raizes de uma equagao do segundo grau.
= >0 :aequacdo possui duas raizes reais e diferentes.
= D =0:aequagdo possui duas raizes iguais e reais (mesmo valor).
= D<0 :aequacdo ndo possui raizes reais.

Um aspecto importante que ocorre nas equagdes polinomiais e é facilmente ve-
rificdvel para as equagdes do segundo grau sdo as chamadas relagdes de Girard.

Considere que , _=b+ D éa primeira raiz da equacdo do segundo grau e
L=
2a

=b-VD .
que X; = n  Ca segunda raiz.

Calculando a soma dessas raizes, obtemos:

R
-2 V5-" 5
2a 2a 2a 2a
__ b b
~ 2a 2a
_ b
a

Calculando o produto dessas raizes, obtemos:

X - X _(—b+J5Y—b—\/5\
! 2_( Za_JL Za_J
(o JBY b B
|\ 2a 2a 2a 2a
_ P blp b8 5

4w 4m A 4@
b2 b2 —4ac

- E 4a2

_dac
4a2

_c
a

Este método é chamado de soma e produto.




Considere como exemplo a equacdo do segundo grau X* —2x+1=0. Neste
caso,a=1,b=-2,¢=1. Vamos usar o método da soma e produto para en-
contrar as raizes desta equacao.

De acordo com o exposto anteriormente, a soma das raizes é

b
Xi+X2=—",
a

ou seja,

X1+ X2 =— =2,
1
o c )
O produto das raizes é: X1- X2 = o ou seja,

X1+ X2=1. As raizes, portanto, sdo dois ntimeros cuja soma € 2 e cujo pro-
duto é 1. Podemos concluir, intuitivamente, que esses nimeros sdo 1 e 1. Logo, a
equacdo X*—2x+1=0tem 1 como raiz de multiplicidade 2.

Vamos imaginar que uma bola seja arremessada para cima com velocidade
inicial de 10 m/s. Ela comeca a ser desacelerada pela gravidade e quando chegar
ao pontomais alto, ela para e entdo comega a cair, acelerada pela gravidade.

A equagdo que descreve esta situagdo ¢ uma equagao do segundo grau:

y=10t—5¢

em que y representa a posicao (altura) da bola.

Com a equacdo montada, podemos encontrar a altura para qualquer tempo:
basta substituir o valor de t.

Também dessa maneira, podemos chamar a altura y = 0 e teremos uma equa-
cao do segundo grau:

10t-5t2=0

Como essa equacdo ndo apresenta termo independente, apenas termos que
dependem de t, entdo ndo é necessério aplicar a formula quadrética, mas pode-




mos usar as propriedades para fatorar o polindmio, colocando o t em evidéncia,
jd que ele é fator comum nos dois mondmios:

t(10-5t) =0
A primeira solugdo é quandot =0, pois teremos:
0-(10-5t)=0

A segunda solugao é quando t ndo for zero, mas o termo entre parénteses for
zero:

10-5t=0

O problema agora foi reduzido a uma equacgao do primeiro grau em t:

5t=10

t:m

5
t=2

Entdo, tirando o momento do lancamento (t = 0) em que a altura é nula, o outro
momento em que isso acontece éemt=2s. Logo, leva 1 segundo para a bola
subir e 1 segundo para a bola descer.

Este mesmo exemplo poderia ter sido resolvido pela férmula resolutiva. A
equacdo 10t —5t*=0 apresentaa=-5,b=10e c=0.

D=102-4-(-5)-0=100>0, logo apresenta duas raizes reais.

Pela formula resolutiva:

_—b#JD
2a

t

O primeiro instante é:

_=10+4100 _,,

T



Ja o segundo instante vale:

Como outro exemplo, considere a equagdo completa X* —2X -8 = 0. Nesse caso,
a=1,b=-2ec=-8.
Entao:

D=b2-4-a-c
~(-27-4-1:(-8)

=4+32
=36

Como D >0, entdo existem duas raizes reais. Pela férmula resolutiva:

—b+JD

2-a

Portanto, as duas solugdes sao:




Equacoes do terceiro grau

As equacdes do 3o grau, também chamadas de equagdes ctbicas, sdo compostas
por coeficientes e uma varidvel cujo maior expoente é igual a trés.

De um modo geral, definimos uma equacao do terceiro grau como:
ax*+bx? +cx+d =0, em que a, b, c e d sdo nameros reais, mas a #0.

As raizes de uma equacdo do 3° grau sdo os valores que atribuidos a variavel
X tornam a sentenca verdadeira. Os procedimentos mais comuns para encontrar
as raizes de uma equagao do 3° grau combinam o uso das Relacdes de Girard, do
Teorema das Raizes Racionais, da divisdo de polindmios, da redugdo de ordem
da equagdo entre outros. Vamos estudar agora cada um desses métodos.

= REDUCAO DA ORDEM DA EQUACAO

O método da reducdo de ordem da equacdo de 3° grau para 2° grau ou 1° grau
deve ser utilizado quando o termo independente, ou seja, o termo sem a varidvel
for inexistente na equagdo. Vocé viu algo semelhante no exemplo anterior da bola
lancada para cima.

Esse método consiste em fatorar a equacdo, colocando em evidéncia a varié-
vel X que possui 0 menor expoente.

X3 —-5x2+6x=0

X(X> —=5x+6) =0

Note que, agora temos o fator X sendo multiplicado pelo fator Xx* —5X + 6 re-
sultando em zero. Ja sabemos que, quando dois fatores sdao multiplicados e o
resultado dé zero, obrigatoriamente um deles deve ser zero. Entao, nesse caso,



oux=0 e aqui ja encontramos uma raiz, ou X* —5X + 6 = 0. Sabemos resolver
essa equacao do segundo grau pelos métodos vistos anteriormente. A resolugao
é feita por meio da formula resolutiva, com a=1,b =-5e ¢ =6, resultando em:
D=(-52-4-1.6=25-24=1. Logo:

X1: —é:?)
2 2

x2=“5 —1_4_,
2 2

Logo, as raizes da equacdo do terceiro grau X *-5x*+6x =0s3o 0, 2 e 3.
- DIVISAO DE POLINOMIOS

Podemos aplicar a ideia da divisdo de polindmios para resolver as equagdes do
terceiro grau.

Existem outros métodos analiticos, mas o foco agora é uma base intuitiva e
de como podemos aplicar conhecimentos algébricos para facilitar a resolugao.

Considere a equagao X*—4x2—7x+10=0. Um método completamente
valido para encontrar a raiz é por tentativa e erro, que consiste em inspecionar a
equagao e langar mao de um valor que torne a sentenga verdadeira.

Aqui, X=1 ¢ um desses valores, pois veja que

1°-4-12-7-1+10=0

Assim, com certeza X = 1 é uma raiz desta equagao.

Agora, vamos para as outras raizes pelo método da divisao dos polinémios.
Como 1 é uma raiz do polindmio X* — 4 X* - 7x + 10, entdo um teorema garante
que este polindmio é divisivel por X -1.

Vamos entdo dividir os polindmios:

¥ A4Axz -7x +0 |x-1




Observe:

X A4Axz -7x 410 |x-1

X3+ X2

0 =3x2 -7x +10

Note que, quando colocamos o termo X* no quociente, ele serd multiplicado tan-
to por X quanto por -1. Quando multiplicarmos X* por X, obteremos X*. Esse
valor vai subtrair do dividendo. Da mesma forma, quando multiplicamos X* por
-1, obtemos —¥*. Esse valor também vai subtrair do dividendo, portanto —(-x?) .
Agora, precisamos zerar o termo —3x*. Para isso, é necessario multiplicar o
termo, do divisor, por —3X e repetir o processo de forma analoga ao que ja foi feito.

X —4x2 -7x  +10 |x-1

X3 =X X2 —3X
0 -3x -7x +10
3x*  -3X
0 -10x  +10

Ainda precisamos zerar o termo 10X . Repetindo o processo, teremos:

4 7x o 410 |x-1
S X2 —3x-10
0 3¢ -7x +10
3 -3x
0 -10x  +10
10x  -10
0

Agora, para encontrar as outras raizes da equacdo X’ —4x* - 7x+10=0 bas-
ta resolvermos a equagao correspondente ao polindmio do quociente, ou seja,
X2 —3x—10 = 0. Pelos métodos vistos anteriormente, chegamos que as raizes da
equacdo do segundo grau X* —3x—-10=0sdo-2e5.



Portanto, as raizes da equacdo X’ —4x* - 7x+10=0sdo1,-2 e 5.
As raizes do polinémio quociente, neste caso, sdo encontradas por meio da

equacao do segundo grau: X*—3x—-10=0

D= (-3)2—4-1-(-10)
D=9+40
D=49>0

O problema apresenta solugdes reais. Empregando a férmula quadratica,

obtemos:
x':% <:>x':3L<:>x':m L X'=5
2 2 2
x":j% <:>x"=3;<:>x"_—i.'.x"_—2
2 2 2

Logo, as raizes de X° —4x* —7x+10sdo X = 1, que ja haviamos encontrado,

X=—2e X=5.
- RELACOES DE GIRARD

As relagdes de Girard corespondem as relagdes existentes entre os coeficientes

de uma equacdo e as suas raizes.
Nas equagdes do 2° grau, j& vimos este tipo de relagdo quando tratamos da

soma e do produto.
Considerando que X1, X2 e X3 s3o as trés raizes de uma equacao do terceiro

grau. Valem as relacdes:
b
X1+ X2+ X3=——
a

d
X1-X2-X3=— —
a

C
X1- X2+ X1- X3+ X2- X3 ="
a




Considere como exemplo a equacdo do terceiro grau que resolvemos:
X3 —4x>-7x+10=0.
Encontramos que X1 =1, X =—2e X3 =5. Vamos observar que a=1,b=-4,
c=-7ed=10.
Vamos verificar entdo as relagdes de Girard para esta equagao:

1+(—2)+5::(_—4)
1
1-(—2)-5:—m
1
1.(-2)+1-5+ (—2)-5:—Z
1

E isto verifica as trés relagdes de Girard.
= TEOREMA DAS RAIZES RACIONAIS

O teorema das raizes racionais nos permite fazer uma listagem de todas as possi-
veis raizes de uma equagao do 3° grau com coeficientes inteiros. Tal teorema nos
diz que se a forma p/q é raiz de um polindmio entdo o termo independente, d, é
divisivel pelo numerador p, e o coeficiente de X* é divisivel por g.

Apesar de o teorema ser vélido para equagdes polinomiais de graus maiores,
vamos aplicar ele ao problema de encontrar as raizes da equagdo X* = 7x+6 =0

p. . < < ) L :
Se ] é raiz da equagdo, entdo pelo teorema das raizes racionais, p deve di-
vidir 6 e q deve dividir 1. Logo, os possiveis valores de p e q sdo:

p==1,+2,+30ut6

q=1.
+1 + +3 16

Portanto, as possiveis raizes sdo: — =+1,7 =12, =13ou~ =16.
1 1 1 1

Vamos substituir os valores encontrados acima na equacdo e verificar quais
deles sdo de fato raizes.



= x=1:1°-71+6=1-7+6=0,logo 1 é raiz da equacio;

= X=-1: (1P -7(-1)+6=-1+7+6 =12, logo -1 ndo é raiz da equagdo;
= X=2:2-72+6=8-14+6=0,logo 2 é raiz da equagao;

= X=-2:(2P-7(2)+6=-8+14+6=12,logo -2 ndo é raiz da equagao;
= X=3:3-7-3+6=27-21+6=12 ,logo 3 ndo é raiz da equacao;

= X=-3:(-3)-7(3)+6=-27+21+6=0 ,logo -3 é raiz da equagao;

= X=6:6-7-6+6=216-42+6=180 ,logo 6 ndo é raiz da equacao;

= X=-6:(-6)-7-(-6)+6=-216+42+6 =-168,logo -6 ndo éraiz da equagao.
= Portanto, as raizes da equacdo X’ ~7X+6=0sdo 1,2 e -3.

A equacdo que resolvemos de trés modos distintos poderia muito bem repre-
sentar a maneira como a velocidade de um carro muda com o tempo em algum
percurso, ou seja, vamos trocar o X por t apenas para representar o tempo e V
a velocidade do carro:

v=t>-4t2-7t+10

Este exemplo é completamente possivel, mas nao se trata mais de aceleragao
constante.

Quando resolvemost® —4t> — 7t + 10 = 0, 0 que obtemos sao os instantes de
tempo em que a velocidade se anula, ou seja, o carro parou quando o cronometro
marcou estes tempos: t=-1,t=2et=>5.

Nao hé problema termos obtido t = -1 nessa aplicagdo do polindmio, pois de-

pendendo do contexto, pode significar que o carro estava parado antes de iniciar o

processo de contagem com o crondmetro (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2016).

O instante negativo, no entanto, pode apresentar outras interpretacdes, como

o problema de irreversibilidade temporal. As leis fisicas fundamentais ndo dis-

tinguem passado de futuro: se trocarmos t por -t, nada muda com a forma das
leis de Newton ou com a conservagao da energia (PRIGOGINE, 1980).




Entretanto, observamos que hd uma diregao preferencial para o aconteci-
mento dos processos naturais, embora o sentido contrario nao viole nenhuma
lei fisica (NUSSZENZVEIG, 2013).

Considere agora outro problema, adaptado de Mathews (1992) e Dornelles
Filho (2016).

O problema consiste no seguinte: considere uma esfera de madeira de raio
r=10,0cm e densidade relativa 0,638. Ela é colocada para flutuar em 4gua,
de densidade relativa 1,00, conforme ilustra a Figura 5. Qual é a profundidade,
d, mostrada na figura e medida a partir da superficie da dgua até o ponto mais
profundo da esfera?

Figura 5 — Situacgdo descrita pelo problema: uma esfera de madeira é colocada em agua e passa a flutuar
nela. Deseja-se saber a profundidade submersa da esfera
Fonte: adaptada de Matthews (1992) e Dornelles Filho (2016).

Descrigdo da Imagem: a figura traz um desenho de uma circunferéncia representando uma esfera pintada de
cinza. Uma reta preta representa a superficie da agua e cruza com a circunferéncia quase que em sua corda,
representado pelo tracejado preto, que é continuacdo da reta. A dgua é representada por um mosaico azulado
e abaixo da circunferéncia, ha um tracejado preto para marcar a base da esfera que estd mergulhada na agua.
Um segmento de reta de duas pontas mostra a profundidade em que o volume submerso da esfera se encontra,
enquanto um segmento de reta com uma Unica seta representa o raio da esfera.



De acordo com Arquimedes, um corpo imerso em um fluido recebe uma forga
vertical, proveniente da diferenca de pressdo entre a parte superior e a parte infe-
rior mergulhada. Esta forca é denominada empuxo e é igual ao peso do volume
de fluido deslocado pelo corpo.

Vamos aplicar o principio de Arquimedes. Se o corpo esta flutuando, entdo
o peso da esfera é igual ao peso do volume de liquido deslocado pela porcao
submersa da esfera. Matematicamente, sendo g a aceleracdo da gravidade, me a
massa da esferae M a massa de fluido deslocado pela porcao submersa, entao:

Me-g =Mt -g

Do lado esquerdo desta equacdo estd o peso da esfera e do lado direito da equagao
estd o peso do volume de fluido deslocado.
O volume da esfera é determinado por:

V:épr3,
3

com r sendo o raio da esfera.

Ja o volume submerso da esfera deve ser calculado pelo método dos discos,
que consiste em subdividir a esfera em discos de raios varidveis e somar a rea da
base vezes altura para cada disco (ANTON, 2013).

Procedendo dessa maneira, lembrando que, de acordo com Nussenzveig
(2013), a densidade é definida como a razao entre a massa e o volume, ouseja,

m
r= V )
podemos escrever a massa como
m=rV,

0 que conduz a:




Organizando os termos e entrando com o valor do raio da esfera, I =10,0
cm, e com as densidades relativas, rt =1,00 e re =0,638, teremos:

d®-30d2+2552=0

Note que esta é uma equacao de terceiro grau. Ao resolvermos essa equacao,
encontraremos a profundidade de submersao da esfera.

Apesar de ser uma aplicacdo das equacdes do terceiro grau, os métodos aqui
apresentados neste tema encontram a sua limitagao.

Néo é possivel empregarmos divisdo de polindmios, exceto no caso em que
uma das trés raizes possa ser encontrada por inspecéo.

Além disso, as raizes dessa equagao ndo sao racionais e a reducdo da ordem

fica impossibilitada pela existéncia de um termo independente ndo nulo (2552).

Esse tipo de problema justifica o uso de métodos numéricos, cuja apresen-

tacdo foge do escopo deste tema. Para um aprofundamento, recomendamos os
livros de Matthews (1992) e Dornelles Filho (2016).

A resoluc¢do usando um método numeérico resulta em: d = 11,9 cm , como
primeira raiz positiva. As outras duas raizes sdo -8,2, aproximadamente, o que
ndo faz sentido por se tratar de um comprimento, e 26,3, aproximadamente. Esta
tltima também ndo faz sentido para o problema proposto, uma vez que é maior
do que o didmetro da esfera.

Vocé pode verificar, no entanto, as relagdes de Girard para este problema:

X1+ Xp - X3 = 2552
X1+ Xy +X3= 30
X1Xg + X1X3 + Xo X3 = 0

Equacgoes do quarto grau

As equagdes do 4° grau, também chamadas de equagdes quarticas, sdo compostas
por coeficientes e uma varidvel cujo maior expoente é igual a quatro.



De um modo geral, definimos uma equacdo do quarto grau como:

axt +bxd+cx2+dx+e=0:

emque a, b, ¢, d e e sdo nimeros reais, mas a # 0.

Como anteriormente, podemos encontrar as raizes para as equagdes do quarto
grau e, dependendo do contexto, é mais simples o processo do que para as equa-
¢oes do terceirograu.

Uma equacdo biquadrada é uma equagao do 4° grau que possui a forma

axt +bx2+c=0

Ou seja, uma equagao biquadrada é uma equacdo do 4° grau em que ndo apare-
cem os termos com expoente impar: X*e X.

Na resolugdo de uma equacdo biquadrada, devemos substituir sua varidvel
transformando-a em uma equacdo do segundo grau. Para isso, vamos substituir

X*, na equagao de 4° grau, por y . Por meio de um exemplo, vamos analisar os
passos seguintes.

Considere a equacao biquadrada x* —13x* +36 =0.

Chamando X* =y, resulta para a equagao:

y>—13y+36=0.

Utilizando a férmula resolutiva, obtemos:

D=(-13)2—4-1-36

D=25>0
Logo,
. =(=13)+./25 . 13+5 .
= = = . =9
y ) y ’ y
yr =R oy 1322 ey




Agora, voltamos a varidvel original, X:
X*=9=Xx=13

X2=4=x=12

Logo, as quatro solugdes da equagdo quartica X! -13x*+36=0 sao x1=-3,
X2=3,X3=-2e X4 =2,

Outros métodos, como a redugdo da ordem da equagdo, podem ser empre-
gados, e aqui é similar ao exemplo apresentado para as equagdes de terceiro grau.
Além disso, o teorema das raizes racionais, como mostrado para as equagdes do
terceiro grau, também funciona.

Na fisica e nas engenharias, o fendmeno da transferéncia de calor é de
bastante interesse para o projeto de muitas situacdes que envolvem os trés pro-
cessos: conducdo, conveccao e radiacdo.

Quando os trés processos ocorrem, podemos fazer um balanco da ener-
gia que entra e que sai em um sistema analisadodeste tipo e vamos encontrar
certamente uma equacdo polinomial do quarto grau na temperatura, T, ou seja:

AT4+BT2+CT+D=0,

com A, B, C e D, coeficientes reais que dependem de muitas situagdes. O fato é
que, resolvendo essa equagao, por exemplo, conhecemos como a temperatura
depende dos outros fatores, principalmente geométricos (INCROPERA et. al.,
2014; ABDULACK, 2022).



NOVOS DESAFIOS

No inicio, falamos sobre a queda dos objetos e sobre o projeto de forno industrial.
Se vocé ainda estd confuso, entdo agora é a hora de desfazer a confusao. Ou me-
lhor ainda, se vocé ainda estiver confuso, deve ter pelo menos desconfiado que
o assunto dos polinomios estd envolvido de algum modo.

Vocé jé viu que a queda livre, lancamento de projéteis e movimentos com ace-
leragao, em geral, ddo origem a equagdes polinomiais quando queremos extrair
alguma informacdo desses fendmenos, e isto discutimos na parte das equacdes
do segundo grau.

Posteriormente, vimos uma aplicacao das equagdes do terceiro grau e como é
fundamental saber colocar as equagdes em sua forma padrdo. Isso é equivalente
a transformar uma equacdo dada em um problema de encontrar raizes.

Com as equagdes do quarto grau, por exemplo, podemos modelar os pro-
blemas que envolvem transferéncia de calor nas trés modalidades: conducéo,
conveccao e radiacao.

Finalmente, uma das aplicagdes importantes, porém nem tdo evidente: a
calculadora! A calculadora, assim como o computador, trabalha com o sistema
bindrio: “ligado/ desligado”, 0 ou 1.

E facil conceber como sdo feitas as quatro operacdes num sistema como esses.
Mas o que dizer das fungdes transcendentes como o seno, cosseno, tangente e
exponencial?

Uma maneira de programar estas fungdes é por meio do processo de aproxi-
macdo de uma funcdo por meio de polindmios. A ideia consiste em trocar uma
funcao por outra mais simples de trabalhar. Assim, é mais simples conceber um
sistema eletronico capaz de responder as poténcias, pois é uma multiplicagao
que, no final das contas, é uma sequéncia de adicdes.

Esse tipo de aproximacdo também ¢é feita no péndulo simples, em que, para
pequenas amplitudes, podemos trocar o sern(X) por X (mondmio) e a dindmica
do péndulo pode ser descrita sem muitas dificuldades.




VAMOS PRATICAR

Uma equacio do primeiro grau (ou equacio linear) é toda equacio daforma ax+hb=0,
emqueda#0.

Em uma fébrica, o custo de produgdo de um brinquedo especifico é de 15 reais fixos mais
2 reais por unidade. Determine o numero de brinquedos fabricados que gera um custo
de 49 reais para a fabrica.

Polinbmio é uma expressao algébrica de dois ou mais termos. O grau de um polindmio
é pelo maior expoente da parte literal.

Carlos trabalha em uma loja de informética. Ele recebe um salario fixo mensal de R¢,
1.000,00 mais R¢, 15,00 por hora extra trabalhada no més. Assinale a alternativa que
contém corretamente o grau do polindmio que representa o salario de Carlos.

a) Primeiro grau.
b) Segundo grau
c) Terceiro grau
d) Quarto grau.
e) Quinto grau.

As relacdes de Girard sdo responsaveis pela relacdo existente entre os coeficientes de
uma equacao e suas raizes.

Apo6s uma série de medidas em uma montadora, verificou-se que um carro tem sua ve-
locidade variando com o tempo da seguinte maneira: V=1~ —6t" —t + 30 . Determine

a soma dos instantes em qgue O carro parou.

Uma das aplicacoes dos polindmios é o calculo de areas e volumes. Em um retangulo,
a area é obtida multiplicando-se o comprimento pela largura.

Em determinado retangulo que tem 54 cm? de area, o comprimento é expresso por (x
—1) cm, enquanto a largura é expressa por (x — 4) cm, conforme ilustra a figura. Nessas
condi¢cdes, assinale a alternativa correta sobre o valor de x.



VAMOS PRATICAR

a) 8cm
b) 10cm
¢) 12cm
d) 14cm
e) 1l6cm

E sempre possivel obter as raizes de polindmios. Em alguns casos, elas ndo pertencem
ao conjunto dos reais, ou seja, ndo existem nos reais, mas no conjunto dos nimeros
complexos. As relacdes de Girard estabelecem uma relagcdo entre as raizes.

Com base nas informagdes apresentadas, avalie as asser¢fes a seguir e a relagéo pro-
posta entre elas:
I - Um polinémio do quarto grau apresenta quatro raizes que podem ser reais ou ndo

PORQUE
. as relagdes de Girard garantem a existéncia das quatro raizes
A respeito dessas asser¢des, assinale a opgdo correta:

a) As assercoes | e Il sdo verdadeiras, e a Il € uma justificativa correta da I.

b) As assercdes | e Il séo verdadeiras, mas a Il ndo € uma justificativa correta da I.
c) Aassercao | € uma proposi¢céo verdadeira e a Il € uma proposicao falsa.

d) Aassercado | € uma proposicao falsa e a Il € uma proposic¢ao verdadeira.

e) Asassercoes | e Il sdo falsas.
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Seja X o ntimero de brinquedos fabricados. O custo é dado pela expressao: C = 2X + 15.
Deseja-se saber o valor de X quando o custo total for de 49 reais, ou seja, 2X +15=49 .

Resolvendo esta equagéo do primeiro grau: X = 34 _ 17brinquedos. De fato, se X=17
brinquedos, o custo sera: 2-17+15=34+15= 49 reais.

Opcéo A.

O salario fixo mensal é de 1000 e serd sempre acrescentado més a més. Como 15 reais por
hora séo adicionados com as horas extras, entdo 15x é o fator que deve ser acrescentado.
Logo, o salario total é de 1000 + 15x, que € um polinémio do primeiro grau.

Se o carro para, entdo V=0, o que conduz a t3_6t> —t+30 =30 ) N2€10 é necessario
resolver para se obter a soma das trés raizes, basta lembrarque at” +bt® +ct+d =0

é uma equagc&o do terceiro grau. A primeira das relagdes de Girard fornece: 1] +1, +13 =— B
a

comoa=1eb=-6, oqueresuttaemt; +t, +t3 =— _1 =6.

Opcéo B.

x-1)(x-4)=54cm(X—1)(x-4)=54 & x> —5x—50=0, que apresenta duas
solugdes: X1 = 10cme Xy = —5cm, a qual ndo faz sentido por se tratar de uma medida
de comprimento.

Opcéao B.

De fato, um polindmio do quarto grau apresenta quatro raizes que podem ser reais ou
complexas e, embora as relagdes de Girard sejam validas, ndo sdo elas que garantem a
existéncia das raizes.




TEMA DE APRENDIZA GEM 3

EQUACAQ EXPONENCIAL
E LOGARITMICA

MINHAS METAS

— Estudar as equagdes exponenciais e logaritmicas.

— Entender que os métodos de resolucdo séo distintos das equagdes polino-
miais.

— Identificar as propriedades das relagdes exponenciais e logaritmicas.

— Efetuar conexdes com outras areas do conhecimento que envolvam

equacdes exponenciais e logaritmicas.

— Concentrar a atengdo na resolugdo de problemas que envolvam exponenci-
ais e logaritmicas.

—  Verificar algumas aplicagdes das exponenciais na fisica, biologia e outras
areas do conhecimento.



INICIE SUA JORNADA

Professor, vocé sabia que quando os cientistas fazem uma estimativa de uma
peca arqueoldgica, eles usam os conhecimentos que vocé estudara neste tema,
como as equacOes exponenciais?

Uma equacdo é uma igualdade entre dois membros. Os dois membros sdo
separados por um sinal de igual. A equagdo é uma sentenca e resolver uma equa-
cdo significa encontrar valores que tornem a sentenca verdadeira.

As equagoes sempre envolvem incognitas, ou seja, valores desconhecidos. Em
grande parte das aplicacdes, chamamos as incégnitas de x, embora nada mudasse
se chamassemos de y, w ou z.

Uma equacdo do tipo

2X=8 ou 3* =81

é chamada de equacdo exponencial, pois a incégnita aparece no expoente de um
numero.

Do mesmo modo, uma equacéo do tipo l0g; 32 = X é uma equacao logarit-
mica e os dois tipos de equacdes estdo intimamente ligados.

Qual é a relagdo desse tipo de equagdo com a determinacdo de medidas de
tempos longos, como a idade de um artefato arqueologico?
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VAMOS RECORDAR?

E fundamental para esse tema que vocé se lembre quais s&o as propriedades
da potenciacdo, pois mesmo que as incognitas agora aparegcam no expoente,
as propriedades continuam sendo validas. Vamos expor aqui as principais para
este tema.

Para isso, vamos considerar que & é um namero real, mas que seja d > 0e
a# 1. Também os nimeros M e N s&o inteiros. Entdo valem as propriedades:

e Produto de poténcias

am.g" = g™

» Divisdao de poténcias

» Poténcia de uma poténcia

( a” \n =d""

DESENVOLVA SEU POTENCIAL

EQUACOES EXPONENCIAIS
Observe as equagdes:
2X=8e3 =8
Essas equagdes possuem varidveis que aparecem no expoente e por isso sdo cha-
madas de equagOes exponenciais.

Observe, estudante, que o termo 2*, cuja varidvel aparece no expoente, é
diferente de x*, cuja varidvel é a base.



Quando escrevemos X*, queremos dizer X - X. Quando escrevemos 25, que-
remos dizer que o nimero 2 multiplica ele mesmo por uma quantidade de vezes
que desconhecemos, até que tenhamos resolvido a equagao.

As equagdes exponenciais podem ser classificadas em dois tipos, que apre-
sentaremos na sequéncia.

Transforma-se a equacao em uma igualdade na qual, em ambos os membros,
tém-se poténcias de mesma base.

2 =8
2% =23
Xx=3

Logo, a solucdo da equacdo 2X=86a x=3, pois 23-8,
Outro exemplo:

3* =81
3*=3*
Xx=4

Logo, a solucdo da equacio 3* =816 Xx=4, pois 3% =81.

Substituem-se as poténcias, cujo expoente tem a variavel, por uma variavel
auxiliar. Posteriormente, determinam-se as raizes desta equacdo. Em seguida,
igualam-se as raizes obtidas a poténcia cujo expoente tem a incégnita. Por fim,
resolve-se a equacdo do primeiro tipo.

Observe a equacao exponencial: 5414 5% 51775,

De acordo com as propriedades da potenciacdao, podemos reescrever esta
equagao como:

5%.51 4+ 5% + 5* .51 =775




e o X
Podemos agora usar o artificio da substituicdo, trocando 5™ por k-

5k+k+E:775
5

Efetuando a soma do lado esquerdo, pois K é fator comum a todas as parcelas,
temos:

-t +kg: 775

Note que agora temos uma equacao do primeiro grau na variavel K . Resolvendo
para k , resulta em:

1k

- =775
5
K= 775x5
31
K = 3875
31
k =125

O que significa este valor? Como definimos K =5, entio 5° = 125. Reduzindo a
mesma base 5, temos:

5%=53
O que imediatamente fornece: X =3e é a solucio da equacio
51455 4551 =775

Assim, X =23 é a solucdo da equacio exponencial 5 45X 5% = 775, pois,
substituindo X =3 na equacdo exponencial dada, resulta em 775:

54+ 5% +52 =625+ 125+25
=775



As vezes, pode acontecer de precisarmos combinar técnicas para resolver a equa-
cdo e descobrir quais sdo os valores da incégnita que tornam a sentenca verda-
deira. Observe o exemplo.

3%-12-3+27=0
Pelas propriedades da potenciacdo, podemos escrever:
2
(3) -12:3+27=0
Vamos chamar aqui k = 3" Isto fornece:
k?2—-12k+27=0

Note que agora temos uma equacao do segundo grau. Empregando a férmula
resolutiva , temos:

D=b2-4-a-c
=(-12)2-4-1.27
=144-108
=36

Como D >0, entdo existem raizes reais. Logo:

P E k'—12+ k=9
2a

k"= _b_ ﬁ@ k"=3

2a

Como definimos antes que k = 3", entdo existem duas possibilidades para k:

= F=3=x=1
= 3¥=9=x=2




Portanto, as duas solugdes da equagdo 3% -12-3*+27=0sdo x=lex=2. Es-
tes dois valores tornam a sentenca verdadeira.

EQUACOES LOGARITMICAS

Antes de seguirmos adiante com as equagdes logaritmicas, precisamos entender o que
530 0s logaritmos.O termo logaritmo é proveniente do grego logos (razao) e arithmds
(ntimeros). A etimologia da palavra ajuda a entender o que sao os logaritmos.

j EU INDICO |

Nesta sequéncia de videos, é feita uma explicagdo desde a in-
troducao dos logaritmos até as suas propriedades operatorias.

Exponenciais e logaritmos estdo diretamente relacionados. Para entender como
esses conceitos estdo relacionados, note que o logaritmo é a “operagao inversa”
da exponencial, como ilustra a Figura 1.

/A

log,32 =x & 2* =32

\_J

Figura 1 — A relagdo entre logaritmo e exponencial. / Fonte: adaptada de Bonatti et al. (2015).

Descricao da Imagem: a imagem apresenta a relagdo entre logaritmo e exponencial. Da esquerda para a direita,
com todos os elementos em cor preta, o termo |ng 32 = X, ou, o logaritmo na base dois de trinta e dois é igual
a xis. Uma seta menor preenchida em cor preta logo na sequéncia, indica a relagdo de equivaléncia apontando
para o termo 2%=32, de modo que a reciproca seja verdadeira. Abaixo, uma seta curva com borda preta e area
branca indica como se estabelece a relacdo de equivaléncia, apresentando a base dois do logaritmo como base
da exponencial, com a varidvel na poténcia e igualando ao logaritmando. Acima, uma seta curva de borda preta
e area branca completa a explicagdo sobre a relagdo de equivaléncia.




Definimos o logaritmo X de umntmero y como sendo o expoente a que se deve
elevar um namero a para que aigualdade a* =y seja verdadeira.

] & arrorunbanpo |

Dizer que 8° = Y é 0o mesmo que dizerl0g; ¥ = X, desde que Y >0, a>0
ea=l.

Dizemos que a é a base do logaritmo, Yy é o logaritmando e X é o logaritmo.

17 equacdes que mudaram o mundo”, do matematico lan B2
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Autor: lan Stewart EQUACOES
Neste livro, o matematico lan Stewart elege dezessete "
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MUDARAM
equagdes que transformaram a nossa percepgao e interagéo [0 MUND®

com o mundo. Uma dessas grandes transformacgdes foi justa-
mente a ideia dos logaritmos.

Vamos ver, agora, as propriedades dos logaritmos:

logg (X - y) = l0ga (X) + 1094 (Y)
Exemplo: 10g;0 (2% 3) =log 2+ logy 3
Do lado esquerdo desta equacdo, 10g;92 =0, 778 . Do lado direito da equacéo,
héa dois termos: 109192 =0, 301 e log;y 3=0,477, que somados fornecem
0,301+0,477 =0,778 , ilustrando esta propriedade usando trés digitos sig-
nificativos exatos.




(x)
loga L ")l =l0ga () —loga (Y)

3
Exemplo: 1001 5= log;93—10g192
3
Do lado esquerdo desta equacao, Iog 5 =0,176. Do lado direito da equacdo

temos 10919 3=0,477 e 10g;52=0,301, de modo que subtraidos, fornecem:
0,477—-0,301=0,176, com trés digitos significativos exatos.

log, XY = ylog, x
A partir da propriedade 1, esta é facilmente verificavel. Como a poténcia é um
produto de termos, entao

(Do ¢ |
log. X' =log} | xpe. x|

K Y vezes )
= I_(iga X+ log, x2+...+ log, x3
y vezes
=y-log, X

Exemplo: logyq 2= 109198
=0,903

Dos exemplos anteriores, como 109192 =0, 301, entio 3x0,301=0,903.

Veja como as propriedades estdo diretamente relacionadas com as propriedades
da exponencial.

Para calcular um logaritmo, precisamos pensar na sua definicdo. Vamos voltar
ao exemplo 5* = 125. Considerando esta expressao, entdo é verdade também que

logs 125=x



Observe que, a partir de 5" =125, concluimos que X =3. Isto é o mesmo que
dizer que
logs125=3

Em outras palavras, isto é dizer que precisamos elevar o 5 a poténcia 3, para que
o resultado seja 125:

53 =5x5x5
=125

Agora, vamos ver algumas aplicagdes dos logaritmos e exponenciais.
As escalas decibel e Richter

Quando as quantidades de interesse variam em uma escala muito grande, os lo-
garitmos se mostram essenciais para facilitar os calculos. A intensidade ou nivel
de um som, por exemplo, é medida a partir da poténcia por drea de emissdo das
ondas mecdnicas que o constituem.
Essa intensidade é representada pela letra | e é medida em watts por metro
quadrado, no Sistema Internacional (HALLIDAY, 2016; NUSSENZVEIG, 2013).
Esta intensidade esté relacionada com a energia transmitida pela onda sonora:
quanto maior a intensidade, maior a energia e o som é percebido como “mais alto”.
As intensidades sonoras, no entanto, variam em uma escala muito grande.
Por exemplo, o limiar da audicdo humana é de aproximadamente 10712 W/m?
, enquanto a intensidade da turbina de um avido a 50 m de distancia é de 10®
vezes o limiar da audicdo humana.
Seja, por exemplo, Y =109 X . A partir das propriedades 1 e 3 dos logarit-
mos, estudada neste tema, é possivel verificar que aumentando um valor X por
um fator 10, entdo isto é equivalente a somar uma unidadea y:

10910 (10 X) = log;o 10 + logy X
=1+y




Dessa constatacdo, definiu-se a escala decibel (dB), para medir a intensidade
em termos do nivel sonoro, a qual representaremos por b :

b=10log (1

|
(o)’

emque lo =1072 W/m? corresponde ao limiar da audi¢do humana.
No exemplo do avido a jato, que comentamos anteriormente, teremos:

b— 10|Og|(1O 13\|

v
=250dB

Assim, ao invés de representarmos a intensidade do som com poténcias de dez
que apresentam grande diferenca na ordem de grandeza, representamos em uma
escala linear o nivel sonoro.

Isto ocorre também na classificacdo de terremotos. Ela tem como base as
amplitudes das ondas sismicas registradas por sismografos. A escala Richter &,
entdo, definida como o logaritmo da amplitude maxima das ondas sismicas, em
relagdo a uma distancia padrdo (RICHTER, 1935; ANTON, 2013).

Se E é a energia liberada em um terremoto, em joules (J), entdo a sua mag-
nitude, M , é determinada por:

M — log(E) —4.4
1,5

O maior terremoto registrado no Brasil ocorreu em 1955 em uma regido do Mato
Grosso, com energia liberada de cerca de 1,99x10* J. Isto dd uma magnitude

_log(1,99x10%) ~4,4

M
1,5
~ log(1,99) + 14— 4,4
1,5
0,29885+14 4.4
B 1,5

~6,6

Ou seja, 6,6 pontos na escala Richter.



Interpretagdo microscopica da segunda lei da termodinamica

Uma funcao de estado na termodindmica é uma quantidade que carac-
teriza o estado do sistema. Na mecénica, a nocao de estado é facilmente
compreendida: a posigao e velocidade de um mével caracterizam o estado
do sistema mecanico. Todas as informagdes estdo contidas em um diagrama
de velocidade em fungao da posigao.

Para um sistema termodindmico, existem vdrias grandezas que podem ser
chamadas de variaveis de estado e caracterizam de modo tinico um sistema, sdo
elas: a energia interna, a entalpia, a temperatura, pressao, volume e a entropia.

As grandezas que caracterizam o estado de um sistema s&o macroscépicas, mas
apresentam explicagbes microscépicas. Por exemplo, a temperatura macro-
scopicamente é a grandeza que permite decidir sobre o equilibrio térmico entre
sistemas. Microscopicamente, no entanto, ela esta associada ao movimento das
moléculas que compdem o sistema: a rigor, € a energia cinética média dessas
moléculas (REIF, 1985; NUSSENZVEIG, 2013).

Do mesmo modo, a entropia é uma grandeza macroscépica, mas apresenta uma
interpretacao microscopica que se apdia na estatistica.

Ela é a base para a segunda lei da termodinamica, que diz que se
um processo irreversivel ocorrer em um sistema fechado, a entropia
sempre aumenta (HALLIDAY, 2016).

Para compreender isso, vamos utilizar um exemplo usando as cartas de um ba-
ralho, como proposto por Stewart (2013). Considere que tenhamos seis cartas
de um baralho: 2, 3, 4, ], Q, K. Podemos separar o baralho em dois montes: um
apenas contendo as cartas 2, 3 e 4, enquanto o outro com as cartas J, Q e K.

Podemos embaralhar separadamente os montes, mas ainda saberemos que as
cartas numeéricas estio em um monte, enquanto as outras cartas estao no segundo
monte. Esse € um arranjo ordenado das cartas. Existem seis possibilidades para
cada monte, de modo que teremos um total de 36 configuragdes para cada um
dos montes separados.




Agora, se unirmos os dois montes e embaralharmos o tinico monte de seis
cartas, entdo teremos configuracdes do tipo: 2QK3J4, 3K4JQ2, e assim por diante.
Existem, neste caso, 720 maneiras de arranjar as cartas em um tinico monte: para
a primeira carta, 6 possibilidades, para a segunda carta, 5 possibilidades, e assim
sucessivamente, de maneira que o total sera:

6x5x4x3x2x1=720
=6!

em que 6!é o fatorial de seis, definido por n!'=nx(n-1)x(n-2)x...x2x 1.

Essa divisao ou ndo das cartas em dois montes é chamado de macroestado
do sistema, enquanto uma configuragdo especifica, digamos 2QK3]J4 é o mi-
croestado do sistema.

Percebemos entdo que um estado mais ordenado tem 36 microestados, en-
quanto que o estado mais desordenado tem 720 microestados. Assim, estados
com mais desordem sdo mais provaveis de ocorrerem naturalmente.

A probabilidade de que tenhamos exatamente a sequéncia 2, 3 e 4 no primeiro
monte e K, Q e ] no segundo monte é o produto das probabilidades individuais:
6 possibilidades para o primeiro monte e 6 para o segundo monte, completando
as 36 configuragdes.

A entropia, por sua vez, é uma grandeza aditiva de maneira que a entropia

total do sistema composto por dois montes ¢ a soma das entropias individuais.

Toda essa discussdo sugere encararmos a entropia como uma medida da
desordem de um sistema: maior multiplicidade de configuracoes do sistema im-
plica maior entropia. Logo, um tinico monte apresenta entropia maior do que
a situacdo com dois montes mais ordenados. Por exemplo, podemos associar
In36 = 3,58 como a entropia do sistema com dois montes e In 720 = 6,58 como
a entropia do sistema com um tnico monte de cartas.

Pelas propriedades 1 e 3 estudadas neste tema, chegamos a conclusao de que a
conexdo entre a quantidade de configuragdes de um sistema e a entropia é dada pelo
logaritmo, pois ela é capaz de transformar produtos em somas, uma vez que a pro-
babilidade total é o produto das probabilidades e a entropia é a soma das entropias.

Se S for a entropia do sistema, entdo chegaremos a equacdo de Boltzmann
(REIF, 1985; HALLIDAY, 2016; NUSSENZVEIG, 2013; STEWART, 2013):

S=kInwW



Nesta equacdo, W ¢é a quantidade de microestados associado a um macroes-
tadoek=1,38x10"2 ] /K.

Aqui empregamos a base € ~ 2,7182 para o logaritmo e o representamos por
In, isto é, loge.

Esse tipo de exemplo geralmente é empregado para demonstrar que nao se-
riamos abandonados pelo ar que respiramos: se a situagdo com um monte e seis
cartas é muito mais provavel, imagine com o ar atmosférico nas condi¢des nor-
mais de temperatura e pressao! Nao sao apenas seis moléculas, como no exemplo
do baralho, mas cerca de 102 moléculas.

Estados em que o ar estd todo concentrado em apenas uma parte da sala sao
altamente improvaveis e estdo associados a uma entropia extremamente baixa,
enquanto o ar distribuido pela sala apresenta uma multiplicidade inimaginavel-
mente maior.

O método da aplicagdo dos logaritmos para as equagoes
exponenciais

Toda equacdo em que a varidvel aparece no logaritmando, na base ou em ambos,
é chamada de equacdo logaritmica.

Quando uma equacdo exponencial ndo puder ser resolvida apenas cance-
lando as bases e igualando os expoentes, pode-se utilizar o método de aplicar
logaritmos em ambos os membros da igualdade.

Considere a equacgéo log, x=6.

A variavel, X, estd no logaritmando. O logaritmo vale 6 e a base vale 2.

Assim, é verdade também que X =2° =64 . Portanto, log, 64 =6.
Agora, vamos resolver um exemplo de equacdo exponencial que ndo é pos-
sivel de resolver pelas duas técnicas apresentadas no inicio.

5x+1 — 3x

Observe que nao conseguimos reduzir esta equagao a uma equacao com
bases iguais. De maneira similar, também ndo conseguimos definir algo como
k = 5" para substituir no problema, pois ainda continuarfamos com o termo 3*.




Para resolver essa equacdo, precisamos lembrar da propriedade 3 dos logarit-
mos: basta tomarmos o logaritmo em ambos os membros da equagdo 5! = 3*.
Podemos aplicar o logaritmo em qualquer base. Aqui, vamos usar a base 10:

|Oglo 5+ — |0910 3*

Pela propriedade 3 dos logaritmos, (x+1)log;o 5= xlog;y 3
Efetuando a multiplicagdo pela propriedade distributiva, temos:

X |Oglo 5+ IOglO 5=x IOglO 3

Trazendo as incégnitas para o lado esquerdo, temos:

x (logio 5—-logio 3) = —logu 5
|0g105
IOglO 5- |0g10 3

X=—

Esta é a resposta exata. Para obtermos uma aproximagao numérica, podemos
usar uma calculadora:

0,7

0,7-0,5
=-3,5

Logo, a solugdo da equacdo 51 =3* é x =-3,5.

Finalmente vamos a um exemplo que combina as técnicas ja estudadas.
Vamos resolver a equagao

(Iog4 x)2 —3logy x=4

Para resolver isto, vamos chamar y = 109, X. Neste caso, teremos uma nova equa-
¢ao:

y? -3y =4



Colocando na forma padrao de uma equacdo do segundo grau, temos:

y?-3y-4=0

Resolvendo pela férmula resolutiva:

D=9-4-1(-4)
=25
y'=_:_Jﬁ[3 * E:y'—&. y'=4
2 2
n — :ﬁ n 3; n
y"= =Yy syt=-1
2 2

Como chamamos Y = 10g, X, teremos:

1
log x=-1¢,assim, x=4"1="
4
4
Para a segunda solucdo, teremos
log: x=4

Portanto, x =4* = 256 e sdo as duas solugdes da equagdo (Iog4 X)2 —3logy x=4
Anteriormente, comentamos que poderiamos ter empregado qualquer base
para os logaritmos. Isso porque é sempre possivel efetuar uma mudanca de base.
Pode ser ttil a mudanga de base se conhecermos alguns valores de logaritmos

e ndo dispusermos de calculadoras, ou se precisarmos do valor do logaritmo em
uma base que nao teriamos como calcular.

£ aprorunbanbo |

Sempre que for necessario, podemos efetuar uma mudanca de base dos loga-

ritmos. Se tivermos um logaritmo de um ndmero b na base a e quisermos mudar
a base para c, entdo precisamos fazer o seguinte:

log, b = log, b
log, C




Por exemplo, uma base fundamental na teoria da informacao é a base 2. Vamos
supor que precisassemos saber o valor de 10g; 10 . Podemos expressar o logarit-
mo de 10 na base 2 como a razao de logaritmos com base 10:

log, 10 = log;( 10

l0og192
1
0,301
~ 3,32

Uma das bases mais empregadas ¢ a base de Euler, que veremos a seguir.
O numero de Euler e a base de Napier

Varios nomes importantes estdo associados com os desenvolvimentos das equa-
cOes exponenciais e dos logaritmos. Dois deles sdo o matematico e fisico suico
Leonhard P. Euler (1707 - 1783) e o matemadtico, fisico e astronomo escocés John
Napier (1550 - 1617). Dentre as enormes contribui¢des do primeiro, figuram as
equacdes exponenciais com base conhecida como o ntimero de Euler.



O matematico e fisico Leonhard Euler. Um dos
mais prolificos matematicos da histéria. Foi aluno de
Johann Bernoulli e credita-se a ele a organizagéo das
aplica¢cGes do Calculo na Fisica. Com a sua estrondosa
memoria, memorizou a Eneida de Virgilio e o periodo
em que mais produziu foram os Ultimos 17 anos de
sua vida, acometido de cegueira. Estima-se que a sua
contribuicdo forme mais de 100 volumes (in-quarto),
embora muita coisa tenha sido perdida (ANTON, 2014).

O matematico e fisico John Napier. Atribui-se a
John Napier a inveng¢do dos logaritmos. Ele dedicou
grande parte do seu tempo para encontrar meios de
facilitar calculos matematicos complicados (STEWART,
2013).

Como mostra Guidorizzi (2015), o nimero de Euler, representado por € com va-
lor aproximado de 2,7182, é proveniente de um chamado limite fundamental.
Ele pode ser obtido fazendo o seguinte: imagine que vocé faz um depdsito de 1
real em uma aplicagdo que rende uma certa taxa percentual de juros mensal, j. No
primeiro més, vocé tera (1+j) . No segundo més, terd (1+j)(1+j) = (1+ j)*e
assim por diante. Para um tempo t qualquer, teremos uma equagao exponencial
do tipo (1+ j)', que é justamente a relacdo de juros compostos.

O juro composto € uma relagao de crescimento exponencial.




Uma das maneiras de visualizar o que Euler obteve é ima?inar uma taxa de

1Y

| 1+t | . Ap6s um
tempo muito longo, o resultado serd uma constante matematica, e ndo uma quan-
tidade ilimitada: esse nimero vale aproximadamente 2,7182 e para ele é usado
o numero €.

juros inversamente proporcional ao tempo, o que da:

Assim, uma equacdo de base € é amplamente utilizada para varias situagdes
reais envolvendo exponenciais: €*.

Do mesmo modo, Napier estudou logaritmos com base € e hoje este tipo de
logaritmo é chamado de logaritmo natural.

Vamos ver agora dois exemplos de aplicacdo das equagdes exponenciais e
como usar os logaritmos nessas circunstancias.

Datagao por radiocarbono

O método do carbono-14 desenvolvido por Libby (1961) é amplamente utilizado
para saber a idade de materiais organicos.

Quando o N2na parte superior da atmosfera terrestre ¢ bombardeado por
raios c6smicos, o elemento produzido é o carbono-14 ( C**), que é um elemento
radioativo.

Esse is6topo de carbono se combina com o oxigénio (O2) para formar di6-
xido de carbono ( CO:2), que é ingerido pelas plantas e que, por um processo
encadeado, chega aos animais. Assim, todos os seres vivos absorvem quantidades
de carbono-14.

Existe, portanto, um equilibrio dindmico entre o carbono e o nitrogénio,
resultante da desintegracdo do carbono-14 e este equilibrio é mantido enquanto
0s seres estao vivos.

Quando um ser vivo morre, esse equilibrio ndo é mais mantido e o carbo-
no-14 no tecido comeca a decair. Com isso, a idade de qualquer coisa que conte-
nha material animal ou vegetal pode ser estimada pela medicdo da porcentagem
do carbono original na amostra (ANTON, 2014; NUSSENZVEIG, 2013)

O que se faz aqui é usar um conceito quimico chamado de meia-vida, que é o
tempo que leva para que um radioisétopo decaia metade da quantidade original.



Por exemplo, devido a desintegracao, uma massa inicial Mo de C* é reduzida
a uma massa m em t anos. As duas estdo relacionadas pela expressao:

_
m=mp-2 5400

em que 5400 é a meia-vida do C', ou seja, o tempo, em ano, que leva para que
uma quantidade de C** decaia pela metade da quantidade original.

Podemos perguntar agora em quanto tempo 5,00 g de C' serdo reduzidos a
0,625 g. Para resolver isso, considere que a massa inicial seja mo=>5, 00 g e que
m = 0,625g . Substituindo na equagao, teremos:

ot
0,625 =(5g)-2 340
t

0,125=2 540
t
125 _ 575400
1000
Tt
5400
1,
8 _t
1 -
_ ~ 5400
2% 2
-t
2-3-97 5400
t
5400 = 3

t=16200 anos

Portanto, em 16200 anos, uma quantidade de 5,00 g de C** serao reduzidas para
0,625g.




A analise por radiocarbono foi utilizada para estimar a idade do que ficou
conhecido como “Otzi, 0 Homeom do Gelo”, uma mtmia humana preservada,
descoberta na fronteira entre a Austria e a Italia, em 1991 (DICKSON, 2015;
KUTCHERA et al., 2014). Mais de 200 analises foram efetuadas pelo método
do radiocarbono em amostras da regido de fronteira, o que permitiu sugerir a
atividade humana naquela regiao no periodo Holoceno.

Crescimento populacional de bactérias
Imagine que, em uma cultura, o nimero de bactérias, N , varie de acordo com
aexpressdo N =5000e", em que é o tempo te k = 0,047 / min é a taxa de cres-

cimento populacional das bactérias. Quanto tempo leva para a cultura atingir
6500 bactérias?
Substituindo N = 6500 bactérias na equacdo dada, temos:

6500 = 5000600
6500 _
5000

Pela aplicacao do logaritmo natural em ambos os lados da equagao, temos:

0,26 =0,047t
0,26

0,047
t=5,53 min

Portanto, leva cerca de 5 minutos e 32 segundos para que a cultura inicial de 5000
bactérias cresca para 6500 bactérias.



NOVOS DESAFIOS

A cada vez que nos aprofundamos mais em aspectos quantitativos da realidade,
vamos a matematica presente.

Muitas vezes nao é facil efetuar conexdes diretas, pois nem sempre o conhe-
cimento cientifico visa a aplicabilidade imediata.

Por exemplo, estabelecer relagdes com conceitos bem abstratos é tarefa drdua.
A fisica, no entanto, é chamada muitas vezes de “a mais fundamental das ciéncias”,
pois atua desde o muito pequeno até a escala do muito grande.

Como vocé estudou neste tema, as aplicagdes das equagdes exponenciais e
logaritmicas sdo imensas e é essencial saber trabalhar com estes tipos de equagdes
e as propriedades que as fundamental, para que possam ser aplicadas. Com as
equagdes exponenciais, € possivel estudar o decaimento radioativo, a datagdo por
radiocarbono, o crescimento de bactérias e muitos outros problemas.

A partir das equacdes logaritmicas, é possivel estudar a entropia termodi-
namica, a teoria da informacdo e definir novas escalas, como a escala decibel e
Richter. Além disso, exponenciais e logaritmos se complementam.

No histérico de Euler e Napier, ndo havia o conhecimento de determinar a
idade dos materiais arqueoldgicos por meio daquilo que eles estavam estudando.
Este conhecimento veio posteriormente, 0 que mostra que nem sempre se estuda
algo porque é imediatamente til, mas pelo valor do conhecimento em si mesmo.
Mais tarde, estes conceitos se tornam tteis.




VAMOS PRATICAR

Em uma equacao exponencial, a variavel esta no expoente de uma poténcia.

Considere, por exemplo, o movimento de um foguete. A queima de combustivel para a
subida de um foguete permite que ele seja projetado no sentido contrario a combustao por
conservacéo da quantidade de movimento linear. A partir das considerac¢des do principio
da conservagado da quantidade de movimento, a equagado que fornece a relacéo entre a

massa de combustivel antes da ignigdo, Mj, e apés a ignigdo, Mt , é dada por:
Vi 2V

m.
i _ A v
— =& " , sendo Vj avelocidade inicial do foguete e V¢ a velocidade final, apds a

queima do primeiro estagio, e Vg é avelocidade de ejecéo dos gases, 0 que é constante
para um dado tipo de combustivel.

Considere o movimento gerado pelo primeiro estagio da queima de combustivel de um
foguete que parte do repouso em uma plataforma de langamento. A equacgéo que fornece
a relacdo entre as massas e velocidades é dada por:

Vi oV

i _a Vv
=€ = , sendo Vj avelocidade inicial do foguete e V¢ avelocidade final, apés a

gueima do primeiro estagio, e Vg € a velocidade de ejecéo dos gases, 0 que é constante
para um dado tipo de combustivel.

Determine a velocidade final do foguete, em metros por segundo, apés a queima de

2x 10° kg de querosene e O5 liquido, se a massa do foguete vazio for de 140 x 10° kg
e se a velocidade de ejecdo dos gases for de 2,7 km/s.



2,

VAMOS PRATICAR

As equacles que possuem varidveis que aparecem no expoente sdo chamadas de
equacoes exponenciais. Elas podem ser resolvidas por meio dos logaritmos, de modo
a transformar a equacdo exponencial em uma equacao linear que pode ser resolvida
isolando a variavel.

Um satélite que requer 7 W de poténcia para operar em capacidade maxima esta equipa-

do com uma fonte de radiois6topos cuja taxa de emissdo é dada pela expresséo:
t

P =75 12 , em que t é o tempo em dias que a fonte é usada. Determine o tempo, em

dias, que o satélite pode operar em capacidade méaxima.

Toda equacdo em que a variavel aparece no logaritmando, na base ou em ambos, é
chamada de equacao logaritmica. A resolucdo é feita tendo em mente a definicdo do
logaritmo e a sua relacdo com a exponencial.

Na escala Richter, a magnitude M de um terremoto esté relacionada com a energia libe-
rada E, em joules, pela equagéo:

logwE=4,4+1,5M .

Em 2022, um terremoto de magnitude 6,5 atingiu a regido da fronteira entre o Brasil e o
Peru, fato que ocorreu as 22 h do horério de Brasilia. Assinale a alternativa que fornece
corretamente a energia liberada por esse terremoto.

a 1,4x10% 5
b 0,98x1072 erg.

o 3,2x10%J.
d 3,54
e 14,15




4.

O vidro é um material transparente para a luz visivel, do mesmo modo que o tecido
humano é transparente aos raios-X. Quando um feixe de luz atinge um painel de vidro,
os fétons - correspondentes ao comportamento corpuscular da luz - interagem com
0s atomos e as moléculas do material alvo. Se o alvo for o vidro, a maioria dos fétons
incidentes é transmitida por um processo encadeado de absorcao e emissao, a partir
das oscilacdes dos elétrons do material. Ao passar pelo vidro, a intensidade da luz sofre
uma reducdo, que pode ser expressa em termos percentuais da luz incidente.

Admita que, quando a luz incide em um painel de vidro, a sua intensidade diminui em
10%. Qual é o numero minimo de painéis necessérios para que a intensidade da luz, apés
atravessar esses painéis, se reduza a 1/3 da sua intensidade?

a) 7 painéis.
b) 8 painéis.
c) 9 painéis.
d) 10 painéis.
e) 3 painéis.

= . L 14 . . . .
A datacdo por meio do radioisétopo C ~ é um dos meios mais utilizados para medida
de tempos longos envolvendo material organico.

Esse processo de desintegracgao radioativa € também chamado de decaimento radioativo.
As proposi¢8es seguintes tratam desse método de medida de tempos longos.

| - O método é possivel porque o decaimento radioativo segue uma equagdo exponencial.
_— . . . 14
Il - Atécnica consiste em medir a quantidade de C™" atualmente na amostra e comparar

. L 14
com um valor conhecido com base na meia-vidado C .
Il - A possibilidade desta técnica reside na observacdo de que existe uma quantidade

) 14 .
fixade C~ em um ser vivo.

IV - O método prevé incorretamente que todo material organico tem aproximadamente
a mesma idade.

E correto o que se afirma em:

a) lelV, apenas.
b) Ilelll, apenas.
c) lllelV, apenas.
d) I, 1lelll, apenas.

e) I, 1llelV, apenas.
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1.

GABARITO

Como a massa inicial (foguete e combustivel) é a soma da massa vazia com a massa de
combustivel, entdo gm_i=2140000¢ kg, enquanto ¢m_f=140000¢, kg. A velocidade de
ejecdo dada é de 2,7 km/s ou ¢gv_e=2700¢ m/s. Considerando gv_i=0¢, a expressao da
relacdo das massas em termos dos valores fornecidos é:

Vi

2140000 _ 70
140000

Resolvendo a divisdo do lado esquerdo e aplicando o logaritmo natural em ambos os
lados, resulta em:

ais
e2’0 =15 28
Vi
Ine?”™ =1n15,28

Vi
— =2 72m/s
2700
Vi =7362m/s

Logo, a velocidade final do foguete, apds a queima de todo o combustivel do primeiro
estagio, € de 7362 m/s, ou aproximadamente 26000 km/h.

FORMULA:

Resolucéo de equacdes exponenciais pela aplicagédo do logaritmo.

Deseja-se saber o tempo de operagdo em capacidade maxima e isso exige uma poténcia
de 7 W. Iniciamos igualando esta poténcia com a taxa de emissao da fonte de radioisétopos:

t

7="75¢ 12,



GABARITO

Reorganizando, teremos: —__=¢€ . Aplicamos o logaritmo natural de ambos os lados

dessa equacdo, para obter:

[t
In|(_7\|:ln| e 155

C

0.37--1

125
t~ 296 dias

-

Portanto, o satélite pode operar em capacidade maxima por 296 dias.

FORMULA:

Para resolver, € necessério aplicar a propriedade de multiplicagéo de poténcias e a igual-
dade entre poténcias de bases iguais.

Opcéo A.

A magnitude fornecida é de §M=6,5¢ . Substituindo na expresséo que relaciona a energia
e a magnitude, teremos:

loginE=4,4+1,5x6,5
logio E=14,15

De acordo com a defini¢édo de logaritmo:

E=10415]
~1,4x10%]

- . 16
Portanto, a energia liverada no terremoto de 2022 foide 1,4x10°" ] .
Para fins comparativos, um objeto de 1,0 kg que recebesse esta energia e a transformasse

em energia cinética, de movimento, adquiriria uma velocidade de 1, 7x10° m/s , cerca
de 56% a velocidade da luz no vacuo.




GABARITO

FORMULA:
Definicdo da escala Richter e definicdo de logaritmo.

Opcéo D.

Como a intensidade da luz diminui em 10% cada vez que passa por um painel, entdo
N ) 9

significa que 90% da luz passa. Por cada painel, passam 0,9= ﬁ ou 9/10. Queremos

saber quantos painéis sdo necessarios para que essa intensidade seja 1/3. Equacionan-

9V 21
do temos: (10) 3 Aplicando o logaritmo em ambos os membros desta equagéo, re-

()

sultaem: X = T09(0.9) gue dé& aproximadamente 10 painéis.

Como a intensidade da luz é reduzida em 10% cada vez que atravessa um painel, entdo

100

Dessa maneira, apos passar pelo primeiro painel, a luz transmitida tera intensidade 0,9
do feixe original incidente.
Pelo segundo painel, a luz incidente agora é 0,9 da intensidade original, antes de passar

90% dela é transmitida para o outro painel, ou seja, 0,9=

pelo primeiro. Logo, sera transmitida uma intensidade 0,9x0,9=0, 92 a partir do

segundo painel.
Queremos saber quantos painéis sdo necessarios para que a luz incidente original seja

reduzida para ;) da intensidade original.

9\ _1
Equacionando, teremos: (10) _;

Aplicando o logaritmo em ambos os lados da equagéo resulta em:

|Oglo 0, = IOglO é

x10g10 0,9 =-0,47712
—0,0457x=-0,477



GABARITO

Portanto, nessas condicdes, a intensidade da luz sera reduzida a 1/3 da sua intensidade
inicial se forem dispostos 10 painéis em sequéncia.

Conforme apresentado no inicio, como se trata da quantidade minima de painéis, entéo
nenhuma outra alternativa pode estar correta.

FORMULA:

Aplicacéo do logaritmo em ambos os membros da igualdade e propriedade 3 do livro.

Opcao D.

A observacéo de Libby foi que ha uma quantidade fixa de C!4 constituindo um equilibrio
dindmico enquanto um ser se mantém vivo. Apds a morte, este equilibrio ndo é mantido,
e se inicia o processo de decaimento no tecido. Esse processo segue uma lei exponen-
cial e a técnica consiste em medir a quantidade na amostra desejada e comparar com o
existente com base na meia-vida do C!4. De nenhum modo a técnica prevé idade igual
para todos 0s organismos.

Descricdo da Imagem: aimagem traz uma reta desenhada em cor preta com setas nas extremidades. Um ponto A
marca a origem da semirreta AB e da semirreta AC .



O PLANO

Um plano apresenta duas dimensdes: o comprimento e a largura caracterizam as
medidas dos lados do quadrado que representa o plano. Neste caso, o quadrado em
questao é parte de um plano e pode ser medido, pois € finito e o perimetro delimita
a sua drea, que poderia ser medida em centimetros quadrados, por exemplo.

Olhe agora para a capa de um livro ou uma folha de sulfite sobre a mesa.
Ou mesmo para a parede da sua sala. Estes constituem a representacdo de uma
parte do plano.

Como vivemos em um mundo de trés dimensdes espaciais, todas as formas
com mais dimensdes fogem a nossa percepgao.

O plano é fundamental em muitos aspectos. Por exemplo, é essencial saber que
ao lancar um projétil, o movimento ocorre em um plano. No eletromagne-
tismo, o conceito de plano surge quando precisamos calcular campos elétricos e
potenciais eletrostaticos para planos carregados, o que depois permite o célculo
de grandezas importantes associadas aos capacitores.

A nocdo de plano desempenha um papel fundamental na definicdo de grandezas
como o fluxo elétrico.
O plano ¢ indicado por letras gregas mindsculas: o, B,y .

Plano a Plano 8

Figura 13 — Representacado de um plano a partir de dois paralelogramos finitos.
Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descricdo da Imagem: a imagem traz a representaggo ilustrativa de dois planos. A esquerda, o plano O é represen-

tado por um paralelogramo de bordas pretas e preenchimento branco. A direita, o plano [3 também é representado
por um paralelogramo de contorno preto e area branca.



O semiplano

Se r ca (lé-se “r estd contido em alfa”), entdo a reta r divide o plano o em dois
semiplanos.
Neste caso, a reta r ¢ chamada de reta origem.

va =da

a 2

1

Figura 14 — Dois semiplanos divididos por uma reta r / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descrigdo da Imagem: a imagem traz a representagdo de um plano Ot por um paralelogramo de bordas pretas e
drea branca. Uma reta r, representada por uma linha preta com setas nas extremidades divide o plano em dois se-
miplanos: O e 0L, . A figura mostra ainda a inscrigdo em cor preta o, \UaL, =0l , mostrando que a unido dos
semiplanos forma o plano o .

Os pontos que pertencem a um mesmo plano sao chamados de pontos coplanares.

O ESPACO

Se vocé olhar ao redor, terd a nocdo do que é o espago. O espaco apresenta trés
dimensoes e é possivel atribuirmos um comprimento, largura e altura as dimen-
soes de um cubo usado para representar uma parte do espago. Assim, um cubo,
parte do espaco, pode ser medido em centimetros ctibicos.
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Figura 15 — Localizagdo de um ponto no plano e no espago / Fonte: a autora.

Descrigéo da Imagem: a imagem traz a esquerda um plano munido de coordenadas cartesianas é representado por

duas retas perpendiculares em cor preta e a localizagdo de um ponto, representado por

um circulo preto, é feita no

plano por comparacdo com os eixos Xy. A direita, um ponto, representado por um circulo preto, é localizado no espago
com o auxilio de coordenadas retangulares, representadas por retas pretas mutuamente ortogonais.

E fundamental que o estudante tenha contato com as fontes
primarias. Os Elementos, uma colegéo de cerca de 13 livros
escritos pelo matematico Euclides, constituem o tratado da
geometria, contendo as definicbes, axiomas, proposicdes e
demonstracdes dos elementos que tratamos neste tema.




Um axioma é uma proposicdo considerada autoevi-
dente. Um exemplo de axioma no contexto dos nu-
meros inteiros é: a soma de dois nimeros positivos

Um axioma é
uma proposicao
considerada
resulta em um ntmero positivo. autoevidente

Euclides foi o primeiro grande estudioso da geo-
metria, em que ele sistematizou todo o conhecimento desta area por meio do
método dedutivo. Assim, a partir dos axiomas seguem-se logicamente todas as
proposi¢des vélidas do sistema, os teoremas.

Alguns axiomas relacionados aos elementos primitivos da geometria estdo
listados na sequéncia.

Numa reta, bem como fora dela, ha infinitos pontos.
Num plano, hd infinitos pontos.
Por um ponto passam infinitas retas.

E possivel tracar uma reta ligando dois pontos.

oA Lo

Toda reta que tem dois pontos distintos num plano fica inteiramente contida
no plano.

s

Dois pontos distintos determinam uma Unica reta que os contém.

7. Por trés pontos ndo situados na mesma reta (ndo colineares) passa um e
somente um plano.

8. Uma reta de um plano divide-o em dois semiplanos.
9.  Um plano divide o espago em duas regies chamadas semiespacos.

10. Dada uma reta r e um ponto exterior P, existe exatamente uma reta que
passa em P e é chamada de paralelaar.

Uma discussdo a respeito dos conceitos estudados neste tema ¢ apresentada na
sequéncia.

A& ev iNDicO

Neste video, o Prof. Ledo Vaccaro discute os conceitos de plano, reta e espaco,
resumindo os aspectos trabalhados neste tema.




POSICOES RELATIVAS DE DUAS RETAS

Ao escutar a palavra reta, vocé pode tentar visualiza-la em vérios objetos ao seu
redor. Como por exemplo: na fuga que divide dois pisos, na aresta de uma mesa,
no encontro entre duas paredes, entre a parede e o chdo ou entre a parede e o teto.

Retas coplanares

Duas ou mais retas sdo coplanares quando estdo contidas no mesmo plano.

rc d r a

scda ¢ r,s,tsao coplanares
tca

Figura 16 — Representacdo de retas coplanares / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descricdo da Imagem: a imagem traz a esquerda estdo escritas as representacdes analiticas da contengdo das
trés retas pelo plano . . A direita, um plano é representado por um paralelogramo de bordas pretas e area branca
com as retas contidas pelo plano. Estas retas estdo representadas por linhas pretas e setas nas duas extremidades.

Duas retas podem ser paralelas, coincidentes, concorrentes ou perpendiculares,
conforme vocé acompanhara na sequéncia.
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1. Paralelas: quando as retas nao apresentam ponto em comum.

Figura 17 — Duas retas coplanares e paralelas / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descrigdo da Imagem: um plano esta representado por um paralelogramo de bordas pretas e area branca, em
que no canto superior esquerdo estd a letra grega o representando o plano. Mais ao centro do paralelogramo,
estdo duas linhas pretas com setas nas extremidades representando retas do plano, r e s, respectivamente. Estas
retas sdo paralelas.

Quando as retas sao paralelas, representamos por r/ss, sendo que as retas nao
tém ponto comum, isto &, rns=2 .

2. Coincidentes: quando tém todos os pontos em comum.

a

Figura 18 — Duas retas coplanares e coincidentes / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descrigdo da Imagem: um plano esta representado por um paralelogramo de bordas pretas e area branca, em

que no canto superior esquerdo estd a letra grega O . Uma Unica linha preta desenhada ao centro com setas nas
extremidades representa duas retas sobrepostas, r e s.

Indicamos por rNs=r esNr=setambém r=s.




3. Concorrentes: quando tém apenas um ponto em comum.

Figura 18 — Duas retas coplanares e concorrentes / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descrigdo da Imagem: um plano esta representado por um paralelogramo de bordas pretas e area branca, em
que no canto superior esquerdo esta a letra grega oL . Uma linha preta com setas nas extremidades e a letra
r cruza outra linha preta com setas nas extremidades com a letra s, representando duas retas distintas que se

encontram em um (nico ponto.

Indicamos neste caso: I NS = {P} .

4. Perpendiculares: quando duas retas concorrentes formam entre si angulos retos.

a

v

A

Figura 19 — Duas retas coplanares e concorrentes / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descrigao da Imagem: um plano esta representado por um paralelogramo de bordas pretas e area branca, em
que no canto superior esquerdo esta a letra grega 0L . Uma linha preta com setas nas extremidades e a letra
r cruza outra linha preta com setas nas extremidades com a letra s, representando duas retas distintas que se

encontram em um Unico ponto.

Esse é um tipo especial de concorréncia e indicamos por: r LS.




Critério de paralelismo entre reta e plano

+ Critério 1: se uma reta é paralela a uma reta de
um plano, é paralela ao plano.

+ Critério 2: se um plano contém duas retas
concorrentes paralelas a outro plano, os planos
sdo paralelos.

Critério de perpendicularidade entre reta e plano

Se uma reta é perpendicular a duas retas concorren-
tes de um plano, é perpendicular ao plano.

Critério de perpendicularidade entre dois planos

Se um plano contém uma reta perpendicular a outro
plano, os dois planos sdo perpendiculares.

Uma reta e um plano sdo perpendiculares se, e
somente se, elas tém um ponto comum e a reta é
perpendicular a todas as retas que passam por este
ponto comum.

Indicamosque r Lo .

Retas reversas

Duas retas sdo reversas quando nao sdo paralelas
nem possuem ponto comum. Isto significa que ndo
existe um plano que as contenha.

Podemos imaginar uma reta r desenhada no chao
de uma sala e uma reta t, ndo paralela a r, desenhada
no teto da mesma sala.



b

Figura 20 - Distancia entre retas reversas / Fonte: a autora.

Descrigdo da Imagem: a imagem traz um plano 0l em azul com uma reta s representada por um segmento preto
com setas nas extremidades. Fora deste plano estd uma reta r também representada por um segmento preto
com setas nas extremidades.

ANGULOS

Ha4 intimeras aplicacdes do estudo sobre dngulos. Quando exemplificamos o
problema de contencdo da talude, na Figura 8, especificamos o dngulo de in-
clinacdo do plano. Este d&ngulo desempenha um papel fundamental na analise
da situacao fisica.

Evidentemente, em grandezas mecanicas o angulo pode ser diretamente per-
ceptivel: um plano inclinado, como no exemplo da Figura 8. Em outras aplica-
cOes, pode ndo ser tao trivial de perceber, mas a aplicacdo existe.

Observe, por exemplo, a Figura 21.

A E

Figura 21 — Definicdo de fluxo elétrico por um
plano / Fonte: a autora.

Descrigdo da Imagem: um plano esta repre-
sentado por um paralelogramo de bordas pre-
0 tas e area branca. Dois vetores estdo repre-
sentados na figura: um vetor campo elétrico,
pela reta azul com seta na extremidade e um
vetor normal (perpendicular) ao plano apre-
sentado pela reta vermelha com seta na ex-
tremidade. O angulo entre os vetores é dado

pela letra grega O .




A definigao de fluxo elétrico, por exemplo, requer o conhecimento da “quanti-
dade” de campo elétrico que atravessa efetivamente a drea dada pelo plano da
Figura 22. Evidentemente, componentes paralelas do vetor campo elétrico ndo
atravessam o plano, apenas componentes perpendiculares. Por isto, é funda-
mental especificar o &ngulo: assim, é possivel decompor o vetor e definir o fluxo
efetivo que atravessa o plano.

Na optica geométrica o conceito de angulo estd presente em todos os aspec-
tos. A lei da reflexdo, por exemplo, garante que o angulo de incidéncia de um raio
luminoso, ao ser refletido, o faz com igual angulo de reflexao.

Com respeito ainda aos fendmenos 6pticos, a refracdo consiste no desvio
sofrido pela luz ao passar de um meio para o outro. Também neste caso o angulo
desempenha um papel fundamental.

Observe o canto da sala onde vocé estd. A linha do rodapé é constituida por
um segmento de reta. Este segmento se encontra no canto, com outro segmento
de reta que desce pela parede lateral. Os dois segmentos de reta, ou as duas re-
tas-suporte concorrem neste ponto, formando um angulo de 90°. O canto da
parede onde as retas se encontram, formando o angulo, chamaremos de vértice.

A

B

Figura 22 — Definicdo de angulo plano / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descrigao da Imagem: a figura traz um ponto preto, denominado O, de onde saem dois segmentos de reta, re-
presentados por duas linhas pretas com setas nas extremidades. Cada linha apresenta um ponto, representado
por circulo preto, com as letras respectivas, A e B.

A figura formada por duas semirretas de mesma origem chama-se angulo.

Na Figura 23, o ponto O é denominado vértice do angulo, e as semirretas
OA e OB sao chamadas de lados do angulo.

Indicamos o angulo AOB escrevendo: AOB (lé-se “angulo AOB”).




= Angulo raso ou de meia volta

A figura formada por duas semirretas opostas chama-se angulo raso, ou de
meia volta.

A - B

o)

A

v

Neste caso, a medida do angulo ¢ M(AOB) =180°.

Figura 23 — Angulo raso ou de meia volta / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).
Descricdo da Imagem: a figura traz uma linha preta com setas nas suas extremidades. A esquerda, um circulo
preto mostra o ponto A. No centro, um circulo preto apresenta o ponto O e a direita 0 ponto B é representado por

um circulo preto também. Ainda no centro, acima do circulo preto que representa o ponto O, hd um semicirculo
desenhado com linha preta, representando a meia volta dada por uma semirreta em relagdo a outra.

= Angulo nulo

Quando a figura é formada por duas semirretas coincidentes.

A

B O

A

Para este caso, a medida do angulo ¢ M(AOB) =0° .

Figura 24 — Angulo nulo / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descrigao da Imagem: a figura traz uma linha preta com uma seta na extremidade esquerda e pontos coinci-
dentes A e B desenhados como um circulo preto. Na extremidade direita, o ponto O também é representado por
um circulo preto.

= Angulo reto

E aquele que tem por medida 90° m(AOB) = 90°



oL .
A

v

Figura 25 - Angulo reto / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descrigao da Imagem: a figura mostra duas linhas pretas com setas em uma de suas extremidades e origem
comum mostrada com a letra O. Pontos pertencentes a cada semirreta estdo mostradas na imagem, com A
pertencendo a primeira semirreta e B pertencendo a segunda semirreta, perpendicular a primeira. Um pequeno
quadrado de bordas pretas contendo um circulo preto representa o angulo reto.

= Angulo agudo

E aquele cuja medida é menor do que 90°: m(AOB) < 90°

»
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v

Figura 26 — Angulo agudo / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descricdo da Imagem: aimagem traz a esquerda duas semirretas estdo representadas por linhas continuas
pretas formando um dngulo de 30°. Dois pontos pertencentes a cada uma dessas semirretas estdo mostrados
com as letras A e B, respectivamente. A linha preta tracejada faz um angulo reto com a semirreta que contém o
ponto A. A direita é mostrada uma situacio semelhante, com duas semirretas representadas por linhas pretas
continuas com pontos C e D, respectivamente, tendo a mesma origem O e fazendo um angulo de 45° entre si,
também mostrado na imagem. Uma terceira semirreta desenhada em linha preta tracejada faz 90° com a semirreta
que contém o ponto C.




= Angulo obtuso

E aquele em que a medida é maior do que 90° e menor do que 180°:
90°<m(AOB) <180°

Figura 27 — Angulo obtuso / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descrigéo da Imagem: a imagem traz a esquerda duas semirretas estdo representadas por linhas continuas pretas
formando um angulo de 120°. Dois pontos pertencentes a cada uma dessas semirretas estdo mostrados com as
letras C e D, respectivamente. A linha preta tracejada faz um angulo reto com a semirreta que contém o ponto C.
A direita, duas semirretas representadas por linhas pretas continuas, contendo os pontos E e F, respectivamen-
te, fazem um angulo de 150° entre si. Nesta imagem da direita também é mostrada em linha preta tracejada a
semirreta com angulo reto em relagdo a semirreta que contém o ponto E.

= Angulo de uma volta

Neste caso, também sdo duas retas coincidentes.

Para este caso, a medida do angulo é M(AOB) = 360°.

Figura 28 — Angulo de uma volta / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descrigdo da Imagem: figura traz uma linha preta com uma seta na extremidade esquerda e pontos coincidentes
A e B desenhados como um circulo preto. Na extremidade direita, o ponto O também é representado por um circulo
preto. Ainda na extremidade direita, uma circunferéncia de borda preta e area branca representa uma volta dada
por uma semirreta em relagdo a outra.



Os angulos também podem ser classificados quanto & soma. Em outras palavras,
os angulos podem ser somados e eles podem completar 90°, 180° ou 360°.

1. Angulos complementares

Dois angulos que tém a soma de suas medidas igual a 90°.

»
»
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Figura 29 — Angulos complementares / Fonte: a autora.

Descrigdo da Imagem: a imagem traz um plano munido de coordenadas cartesianas. Os eixos coordenados estdo
desenhados em preto com setas em uma das extremidades. O ponto de encontro entre os eixos coordenados
esta representado pela letra “0”, a origem. Um vetor, representado por um segmento de reta com seta em uma
extremidade também é mostrado, localizando um ponto representado pela letra “P”. A partir do eixo x positivo,
¢ medido um angulo de 32° para o vetor. Complementar a este &ngulo est4 o angulo 6 , de maneira que a soma
desses das medidas desses dois angulos resulte em 90°.

Na Figura 29, o vetor que localiza o ponto P é OP . Ele faz um angulo de 32° com
0 +32°=90°

0 =90°-32°

0 =58°

o eixo x. Logo, como x e y sdo perpendiculares, entdo



2. Angulos suplementares

Dois angulos que tém a soma de suas medidas igual a 180°.

123°

YA

0

v
x

Figura 30 — Angulos suplementares / Fonte: a autora.

Descrigdo da Imagem: na imagem, um plano munido de coordenadas cartesianas é mostrado. Os eixos coorde-
nados estdo desenhados em preto com setas em uma das extremidades. O ponto de encontro entre os eixos
coordenados esta representado pela letra *0”, a origem. Um vetor, representado por um segmento de reta com
seta em uma extremidade também é mostrado, localizando um ponto representado pela letra “P”. A partir do eixo
X positivo, é medido um &ngulo de 123° para o vetor. E mostrado também o angulo © que somado a 1230 resulta
em 1809, constituindo assim angulos suplementares.

Na Figura 30, o vetor OP localiza o ponto P agora no segundo quadrante. Ele
faz um angulo de 123° com o eixo x. Como meia volta corresponde a 180°, entao

asoma de 0 com 123° sdo suplementares:
0 +123° =180°

0 =180°-123°
6 =57°




3. Angulos replementares

Dois angulos que tém a soma de suas medidas igual a 360°.

»
»

337° O

Figura 31 — Angulos replementares / Fonte: a autora.

Descrigdo da Imagem: na imagem, um plano munido de coordenadas cartesianas é mostrado. Os eixos coorde-
nados estdo desenhados em preto com setas em uma das extremidades. O ponto de encontro entre os eixos
coordenados esta representado pela letra *0”, a origem. Um vetor, representado por um segmento de reta com
seta em uma extremidade também é mostrado, localizando um ponto representado pela letra “P”. A partir do eixo
X positivo, é medido um &ngulo de 337° para o vetor. E mostrado também o angulo © que somado a 3370 resulta
em 3600, constituindo assim dngulos replementares.

Na Figura 31, o vetor que localiza o ponto P é OP, que agora se encontra no
quarto quadrante. O vetor faz um angulo de 337° com o sentido positivo de x.
Como uma volta inteira corresponde a 360°, entao os angulos sdo replementares:

6 +337°=2360°
0 =360°-337°
0 =23°




Outras classificagdes dos angulos podem ser acompanhadas na sequéncia.
Angulos consecutivos e angulos adjacentes
Dois angulos sdo consecutivos quando possuem um vértice e um lado comuns.

C

A

Figura 32 — Angulos consecutivos / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descrigdo da Imagem: a imagem traz um circulo preto com a letra O para representar a origem das trés semirre-
tas desenhadas em linha preta e com setas nas extremidades. Em cada semirreta € mostrado um ponto, dese-
nhado como um circulo preto com as letras A, B e C, respectivamente. Em cinza é mostrado o angulo AOB e um
arco preto apresenta o angulo consecutivo AOC .

Na Figura 27, AOB e AOC sdo consecutivos, porque o vértice O e o lado OA
sao comuns. Também, BOC e AOC sdo consecutivos, porque o vértice O e o
lado OC sio comuns.

Também é possivel perceber da Figura 27 que os angulos sao adjacentes, isto ¢,
possuem um vértice e um lado comum, mas nao possuem ponto interno comum.




Angulos congruentes

Dois angulos sdo congruentes quando tém a mesma medida, conforme ilustra

a Figura 28.
B C
30° 30°
Oe ° > < ° X0
A A
m(AOB) = 30° m(AOC) = 30°

Figura 33 — Angulos consecutivos / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descricdo da Imagem: a imagem traz a esquerda, duas linhas pretas representam semirretas com a mesma origem
no ponto O, representado por um pequeno circulo preto preenchido. Em cinza a medida do angulo é mostrada e os
pontos A e B pertencentes as semirretas também sdo mostradas nas linhas que representam as semirretas respec-
tivas. A direita, uma representacsio similar da figura da esquerda, porém rotacionada em relagdo a primeira figura.
As medidas dos angulos sdo iguais. Posicionada abaixo de cada figura esta a legenda da medida dos angulos.

Os angulos AOB e AOC tém a mesma medida de 30°. Dizemos que os angulos
sdo congruentes e escrevemos: AOB=AOC .

Bissetriz de um angulo

A bissetriz de um angulo é uma semirreta interna ao angulo com origem no
vértice do angulo e que o divide em dois &ngulos congruentes.




»
»

b

Figura 34 - Bissetriz de um angulo / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descrigdo da Imagem: aimagem traz a um ponto O, representado pelo circulo preto, e trés semirretas com
mesma origem que saem do ponto O: a, b, em linha preta continua, e ¢, em linha preta tracejada. As semirretas
sdo representadas por linhas com setas na extremidade oposta a origem.

Dois angulos sdo opostos pelo vértice se, e somente se, os lados de um deles sao
as respectivas semirretas opostas aos lados do outro, como ilustra a Figura 35.

Figura 35 — Angulos opostos pelo vértice / Fonte: a autora.

Descricao da Imagem: aimagem traz duas retas desenhadas em cor preta se interceptam e a figura apresenta
trés medidas de angulos: o, 3 ey .

DaFigura 35, o +y =180° e B +y =180°, 0 que permite eliminar y para con-
cluirquea=.




Por exemplo, considere que o = 2x+10° e f=40°. Eles serdo angulos
opostos pelo vértice se, e somente se,

2x +10° = 40°
2x = 40°-10°

2x = 30°

x=15°

Duas retas paralelas, r e s, cortadas por uma transversal t, formam oito angulos
que, dois a dois, recebem nomes especiais. A Figura apresenta esta construgao.
Na Figura, é possivel perceber os angulos correspondentes:

fF &
£ &E
ol SN
4

e
N
2 N
r
< N >
3 N
N
6 " A
5 Figura 36 — Angulos correspondentes.
S Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).
A Descrigdo da Imagem: a figura traz duas retas,
7 N re s, que sdo cotadas por uma reta transversal
8 t. As retas estdo todas desenhadas em cor preta.

Os angulos e suas respectivas medidas sdo tam-
bém apresentados na figura como 14, 2/, 3fE, #E
54, 6’CE, 7#Ee 8. Todas as linhas que representam

as retas trazem setas nas duas extremidades.

Para ver o passo a passo, indicamos o video na sequéncia.




ﬁ EU INDICO

No video, a professora e youtuber Gis apresenta os angulos formados quando
duas retas paralelas, r e s, séo cortadas por uma transversal t.

Os angulos também apresentam a sua unidade de medida. O grau (°) é a unidade
de medida que empregamos diariamente, embora no Sistema Internacional de
Unidades, a unidade de medida para angulo ¢ o radiano (rad) (INMETRO, 2022).
O grau é representado por um nimero real positivo e tem por subdivisdes mi-
nutos e segundos. Um minuto se representa por 1" e um segundo por 1”. Assim, um
grau tem sessenta minutos (60’) e cada minuto se divide em sessenta segundos (60”).

| & z00m No conHECIMENTO |

N&o confunda minutos e segundos do relégio com as medidas de um arco. Sao
grandezas de espécies distintas: no relégio ou qualquer outro instrumento de me-
dida de tempo, medimos o tempo, que tem uma definigdo bem precisa de acordo
com o Sistema Internacional, com o padréo do segundo tomado como oscilagbes
da radiacao correspondente a transicao de niveis especificos do estado funda-
mental do atomo de Cs'®. Ja o minuto e segundo de arco sdo medidas de angulo.

O instrumento para medir angulos é o transferidor, conforme ilustra a Figura

30°xm
180°

37, e se vocé medir, por exemplo, 30°, esta medida é a mesma que rad,

sendo 7 = 3,14159... a constante matemadtica proveniente da razao entre o pe-
rimetro da circunferéncia pelo seu didmetro, qualquer que seja a circunferéncia.
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Figura 37 — O transferidor. / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descricdo da Imagem: a figura mostra a fotografia de um transferidor, que € um instrumento para medicgo de angu-
lo. Da esquerda para a direita, ou da direita para a esquerda, o transferidor inicia em 0 e vai até 180°, ou meia-volta.
Sobre a figura estdo representados segmentos de reta orientados em preto, ilustrando medidas de seus angulos.

Por meio da medida do comprimento da circunferéncia determina-se a medi-
da de um radiano. A relacdo entre arco e angulo ¢ definida a partir do circulo
trigonométrico, mas pode ser entendida simplesmente a partir de um expe-
rimento simples: tome um barbante e circunde uma circunferéncia qualquer,
como a da Figura. Divida o perimetro medido pelo didmetro da circunferéncia
eoresultado é a constante 7.

Se isto vale para todo o perimetro da circunferéncia, também vale para fra-

coes do perimetro. Note que, se C for o comprimento da circunferéncia e d o seu
didmetro, com r sendo o raio, entao vale:

C

=7
d
C=2nur

Como 2 = 360° , entdo também é verdade que 10 =S, sendo 6 o angulo cor-
respondente a um arco S.
Um exemplo de aplicacdo da defini¢do do arco em radianos ocorre no mo-

vimento de rolamento, que é a combinagdo do movimento de translagao e de
rotagdo, como ilustrado pela Figura.




No caso da roda apresentada na Figura, o seu centro de massa se move com
velocidade linear (de translagdo) igual a v, enquanto a roda gira de um angulo 6
. A mesma distancia linear mostrada como S corresponde ao arco compreendido
no angulo 0. Assim, S=r0 , com r sendo o raio da roda.

Consequentemente, a condi¢do de rolamento sem deslizamento é que a ve-

AO
locidade do centro de massa obedeca a relacdo: V=or ,em que o =" éa

At

velocidade angular da roda.

Figura 38 — O efeito combinado da rotagdo e translagdo / Fonte: a autora.

Descricdo da Imagem: a figura mostra a fotografia de um transferidor, que € um instrumento para medicgo de angu-
lo. Da esquerda para a direita, ou da direita para a esquerda, o transferidor inicia em 0 e vai até 1809, ou meia-volta.
Sobre a figura estdo representados segmentos de reta orientados em preto, ilustrando medidas de seus angulos.

Para exemplificar, considere um automével que se move a 80 km/h (22,22 m/s)

com pneus de 75,0 cm de didmetro. A velocidade angular dos pneus em torno
dos eixos das rodas é:

V=qr
22.22m/s=w»-0,375m
22,22 m/s
0o=—
0,375m
o ~59,3rad/s

Para compreender a relacao entre as unidades de medida de dngulo, a Figura 39
ilustra o circulo trigonométrico e a relagao entre graus e radianos.
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Figura 39 — O circulo trigonométrico e suas medidas / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descrigéo da Imagem: a figura ilustra o circulo trigonométrico, representado pela circunferéncia em cor preta com
preenchimento cinza. Varios pontos sdo mostrados sobre a circunferéncia e estdo todos representados por pequenos
circulos preenchidos em preto. No circulo trigonométrico da imagem, sdo mostrados também as medidas dos angulos
e as medidas respectivas com respeito ao eixo vertical (seno) e ao eixo horizontal (cosseno).

Para a conversao entre graus e radianos, basta efetuar uma regra de trés a partir
das relagdes de equivaléncia mostradas. Por este motivo, ao converter de graus

7 rad

para radianos empregamos o fator de conversao 180° "




AREAS DE FIGURAS PLANAS

A determinagao de areas parte de um conceito bastante simples. O que preci-
samos entender é que para determinar a drea de uma figura basta escolhermos
uma unidade de medida, ou seja, uma unidade fundamental e, entdo, comparar
a figura que se deseja determinar a drea com a unidade fundamental escolhida.

Por exemplo, quando se deseja determinar a area de um retangulo, podemos sub-
dividir a area a ser determinada em pequenos quadrados de lados unitarios. Ent&o,
contamos o numero de quadrados necessarios para preencher a area e este valor
sera numericamente igual a area que se deseja determinar.

Esse principio fundamental ja havia sido percebido pelos gregos e, com o passar
dos séculos, culmina na nogdo de integral, desenvolvida por Newton (1643-1727)
e Leibniz (1646-1716).

Quadrado e retangulo

A édrea de uma regido quadrada, cujo lado mede { unidades de comprimento é
iguala S=1Ix{ =42,

Se um quadrado tem lado igual a { =10 cm, por exemplo, a sua area sera de
S =82 =(10cm)? =100 cm?.

Portanto, a 4rea do quadrado é de 100 cm? .

A ideia de subdividir a 4rea continua a mesma, de modo que é possivel cobrir
o retingulo com quadrados unitarios. A soma das areas dos quadrados resulta na
rea doretangulo, de modo que, se a for a base e b a altura do retangulo, teremos:
S=axb S=ax.

Considere um retangulo de base igual a 10 cm e altura igual a 5 cm. A sua
area é, entao,

S=10cmx5cm

S =50 cm?

Em outras palavras, se cada quadrado tiver 1 cm* de areae, portanto, 1 cm delado,
entdo cabem 50 quadrados dentro do retdngulo dado, conforme ilustra a Figura 40.




Figura 40 — Retangulo e quadrados unitérios / Fonte: a autora.

Descrigdo da Imagem: a imagem traz um retangulo de base maior do que a altura, desenhado com bordas pretas
e fundo amarelo. Cinquenta quadrados de bordas pretas e sem fundo preenchem completamente o reténgulo.

Paralelogramo

A drea da regido limitada por um paralelogramo é encontrada multiplicando-se
o seu comprimento (base) pela sua largura (altura), ou seja:

S=axb
Considere um paralelogramo de base igual a 20 cm e altura igual a 10 cm. A drea
deste paralelogramo serd, entdo, igual a

S=20cmx10cm
=200 cm?

b

Figura 41 — O paralelogramo / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descrigdo da Imagem: a imagem traz um paralelogramo constituido por quatro segmentos de reta desenhados em
cor preta. Os segmentos paralelos apresentam comprimentos iguais e dois elementos estdo destacados na figura:
a base, representada pela letra “b” e a altura, representada pela letra “a”.



Uma aplicagdo fisica consiste no calculo da intensidade do torque necessario para
produzir uma rotagdo em um corpo.
O torque é uma grandeza vetorial e é 0 analogo da forca na rotacdo. Quando
uma forca, que é uma grandeza fisica vetorial, é aplicada em um certo ponto em
um corpo, entdo o efeito pratico possivel é um giro em torno de um_,eixo de rotagao.
Um paralelogramo pode ser construido com o vetor forca, F , e o vetor po-
sicdo, I, que loc_,aliza o ponto de aplicagdo da forca, como mostra a Figura, em

que uma forca F ¢ aplicada em um ponto P, localizado pelo vetor I a partir do
eixo de rotacdo em O..

F sen (@) F

Figura 42 — O torque e o seu mddulo / Fonte: a autora.

Descrigdo da Imagem: aimagem traz um corpo de forma indeterminada desenhado com bordas pretas e fundo cinza,

representando um corpo qualquer ao qual se aplica uma forga, esta representada pelo vetor preto F . O ponto P

mostra o ponto de aplicagdo da forga, que esta a uma distancia r do eixo de rotagdo O. O angulo entre a forga e o vetor

que localiza o ponto de aplicagdo da forga € mostrado como (I) . A componente perpendicular da forga é mostrada
também na im_, agem e uma seta cinza mostra a construg&o de um paralelogramo cujos lados s&o expandidos pelos

vetores I' e F . O paralelogramo é mostrado com bordas pretas e fundo branco e o célculo da sua area fornece a
intensidade do torque, que produz o giro no corpo.

A drea do paralelogramo formado pelos lados r e F é, portanto:
T =r-F-sen(¢)

em que T € o torque, ou mom_,ento de uma forca em relacdo a um ponto, e ¢ é
o angulo formadoentrer e F.

Por exemplo, se a distancia entre a dobradica de uma porta e a macaneta for
de 60 cm, e uma forca de 1 N for aplicada, formando um angulo de 30° com o
plano da porta, entdo o torque sera:




T =(0,6 m)- (1 N)-sen(30°)
=O,6-1N-m
2
=0,3N-m

Assim, o torque de 0,3 Nm produz na porta uma rotagao, ou seja, uma aceleracao
angular.

Losango

A é&rea da regido limitada por um losango ¢ igual a metade do produto das me-
didas das diagonais:

_ diagonal maior -diagonal menor
2

S

Diagonal maior

Diagonal menor

Figura 43 — O losango / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descrigao da Imagem: a imagem traz um losango representado por quatro segmentos de reta desenhados em cor
preta. A partir de cada angulo € tragado um segmento de reta até o angulo oposto, todos em cor preta, e represen-
tando as diagonais do losango. Segmentos de retas pretos com setas nas extremidades apontam para a descrigao
de cada diagonal, na figura explicitamente descritos por “Diagonal maior” e “Diagonal menor”.

Para ilustrar, considere um losango que possui suas diagonais medindo 10 cm
e 16 cm. Assim:




S :10 cm-16cm

Portanto, a 4rea do losango com diagonais iguais a 10 cm e 16 cm vale 80 cm?

Trapézio

B

Figura 44 — O trapézio / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descrigdo da Imagem: imagem traz um trapézio composto por dois segmentos de retas paralelos e outros dois
segmentos completando a figura, todos desenhados em cor preta. A base maior do trapézio esta representada pela
letra “B”, enquanto a base menor pela letra “b”. Dois segmentos de retas tracejadas seguem das bases maior e menor
para indicar a altura, representada pela letra “h”. A medida da altura é representada pelo segmento de reta continuo
com setas duplas, desenhado perpendicularmente a base maior, o que € indicado pelo simbolo constituido por um
pequeno quadrado com um circulo preto interior a este.

A drea de um trapézio é igual a metade do produto da altura pela soma das bases
maior e menor.

_ (base maior + base menor)-altura
2

S

Seja, por exemplo, um trapézio de base maior igual a 10 cm, base menor igual a
6 cm e altura 3 cm. Deste modo:




_(10cm+6cm)-3cm
2

S

16-3
—Ccm

2
4 cm?

I
N

Uma aplicagdo frequente ocorre no calculo de dreas de gréficos que representam
fisicamente alguma grandeza de interesse.

Considere, por exemplo, um motorista dirigindo um carro com velocidade
constante e igual a 10 m/s quando percebe algo que o obriga a desacelerar de
maneira constante o carro. Um gréfico da velocidade em funcéo do tempo para
esta situacdo esta ilustrada na Figura 44. Deseja-se saber qual é a distancia per-
corrida pelo motorista até que o carro pare completamente.

A

12 |V (ms)

10

t(s)

v

Figura 45 — A velocidade em fungao do tempo / Fonte: a autora.

Descrigdo da Imagem: a imagem traz um plano munido de coordenadas cartesianas, representadas por segmentos
de retas pretas com seta em uma de suas extremidades, indicando os valores crescentes. O plano é quadriculado
como o de um papel milimetrado e um grafico é apresentado: uma reta paralela ao eixo horizontal desde t = 0 até
t=5s, seguido de uma reta decrescente a partir de t = 5s até t = 8 s. O grafico esta construido em cor preta, mas
a area sob o gréfico é representado em cor de tom azul. No eixo vertical esté representada a velocidade, dada em
metros por segundo, enquanto no eixo horizontal, o tempo esté representado em segundos. A escala horizontal
mostrada € de -1 até 9 e a escala vertical mostrada é de -2 até 12.




TEMA DE APRENDIZAGEM 8

Note, que a Figura 44 mostra o carro em velocidade constante e igual a 10 m/s
entre os instantes t =0 e t =5 s. Logo em seguida o motorista inicia a frenagem e
para no instante t =8 s, ou seja, 3 s ap6s o inicio da desaceleragao.

Observe também que a drea hachurada no gréfico fornece a distancia percor-
rida pelo motorista durante todo o percurso e que o perimetro encerrado compde
um trapézio de base maior 8 s e base menor 5 s, enquanto a altura é de 10 m/s.

Substituindo na férmula da drea do trapézio, temos:

S_18+5)-10
2

_1310

Portanto, desde o inicio do movimento até a parada do carro sao percorridos 65 m.




Triangulo

Ha vérias maneiras de expressar a drea de um tridangulo. De um modo geral, se
b for a base e h a altura, entao:

s_b:h
2
C
Altura
h
Base b b

Figura 46 — Triangulos / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descricdo da Imagem: a figura traz trés triangulos todos desenhados com segmentos de retas pretas continuas. Da
esquerda para a direita, o primeiro tridngulo € composto ainda pelos textos “Base”, para indicar a base do tridngulo
e “altura”, para indicar a sua altura, que esta representada na figura por um segmento de reta que vai da base até o
ponto C, construido perpendicularmente a base, 0 que é representado por um pequeno quadrado com um ponto preto
interior a este. A segunda figura traz um tridngulo em que um dos angulos é reto, chamado de tridngulo retangulo,
cuja base esta representada pela letra “b” e a altura pela letra “h”. A terceira imagem traz um tridngulo com base
“b"” e altura “*h"”, mostrada a partir da construgdo com segmentos de reta tracejados, de maneira que a altura seja
medida perpendicularmente a base, o que é representado pelo pequeno quadrado no canto inferior direito com um
circulo preto interior a este.

Podemos empregar o calculo da drea de um tridngulo também para o calculo de
areas em graficos, cujo resultado representa uma grandeza fisica. Este é o caso
do trabalho, por exemplo.

O trabalho é um conceito fundamental em fisica e estd diretamente associa-
do as trocas de energia em um sistema, que pode ser mecanico, termodinadmico
ou eletromagnético.

Considere, por exemplo, um gds em um recipiente com um émbolo. Este
gas ocupa um volume V e apresenta uma pressao P. O sistema ¢, entdo, levado
a um aumento de pressdo por um processo isocorico (a volume constante) e
depois uma expansdo é realizada com a conseqtiente diminui¢do da pressao.
Finalmente, o sistema é conduzido ao estado inicial por uma compressao iso-
bérica (a pressdo constante).




A

5| P (N/m?)

Figura 47 — A velocidade em fungdo do tempo / Fonte: a autora.

Descrigdo da Imagem: a imagem traz um plano munido de coordenadas cartesianas, representadas por segmentos
de retas pretas com seta em uma de suas extremidades, indicando os valores crescentes. O plano é quadriculado
similar ao de um papel milimetrado e trés segmentos de reta representam um processo ciclico: partindo do estado
inicial a, seguindo para b, depois c e, finalmente, retornando ao estado a. O eixo horizontal representa o volume,
em metros clbicos e a sua escala inicia em 0 até 7, enquanto o eixo vertical representa a pressdo em newtons por
metros quadrado (ou pascais), e a sua escala se inicia em 0 e termina em 5.

O sistema termodindmico em questdo é levado de um estado inicial a até um es-
tado b. Posteriormente, ocorre a expansao de b para c e, finalmente, completando
o ciclo, o sistema é levado novamente do estado c para o estado a.

Para que possamos calcular o trabalho realizado por ciclo, podemos calcular
numericamente o valor da drea hachurada no gréfico que corresponde a area de
um triangulo de base 6 m*—~2m?®=4 m® e altura igual a 4 Pa—1Pa=3Pa.

Consequentemente,

:4><3
2
2

S

|

2
=6

Portanto, o trabalho realizado por ciclo é de 6 ] (joules).
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Circulo

Observe a sequéncia de regides poligonais regulares inscritas na circunferéncia
da Figura 36.

Figura 48 - Poligonos inscritos em um circulo / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descrigdo da Imagem: a imagem apresenta seis figuras compostas por um poligono inscrito em um circulo. Todos
o0s elementos estdo em preto. Da esquerda para a direita e de cima para baixo, a primeira imagem traz um triangulo
inscrito em um circulo. A segunda imagem traz um quadrado inscrito em um circulo. A terceira imagem, traz um
pentagono inscrito no circulo. Na quarta imagem, um hexagono esta inscrito no circulo, enquanto na quinta imagem,
um octdgono esta inscrito no circulo. Finalmente, a sexta imagem traz apenas um circulo. Quando lido da esquerda
para a direita, evoca-se a nogdo de que com o aumento do niimero de lados de um poligono inscrito no circulo, mais
conforme ao circulo se torna o poligono.

A medida que o nimero de lados aumenta, o poligono regular tende a confun-
dir-se com a circunferéncia.

Assim, o perimetro tende a aproximar-se cada vez mais do comprimento da
circunferéncia, que é 2n R, e o apétema, que é o segmento que liga o centro do
poligono até qualquer um dos seus lados, tende a se aproximar cada vez mais do
raio da circunferéncia.

Com um ntimero de lados muito grande, a regiao poligonal se confunde com
o circulo e sua drea tende a coincidir com a drea do circulo.

Como a drea da regido limitada por um poligono regular é dada pelo produto
do semiperimetro pelo apétema, entdo a area do circulo é:

S:1(2nR):>S=nR2
2



VOLUMES

Vamos apresentar o clculo de volume de alguns s6lidos que aparecem com certa
frequéncia nas aplicagoes fisicas.
Aqui também poderiamos seguir a ideia fundamental de subdividir o volume
que se deseja determinar em pequenas unidades fundamentais de volume e somé-las.
A rigor, todas as expressoes que apresentaremos agora podem ser obtidas
desta maneira.

Prisma

/ '4 >/

Area da base Area da base Area da base

Figura 49 — Prismas / Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descrigdo da Imagem: a imagem traz trés prismas construidos com segmentos de retas pretas e area da base
hachurada. Da esquerda para a direita, o primeiro € um prisma de base retangular, enquanto o segundo é um prisma
de base quadrada e o terceiro € um prisma de base triangular. Nas trés imagens a altura € mostrada com a letra“h”.

Para o calculo do volume de um prisma, precisamos conhecer a sua area da base.
De qualquer modo, o volume de um prisma é dado pelo produto da drea de sua
base pela altura:

I :Abase'h

Por exemplo, para um prisma de drea quadrada, evidentemente a 4rea da base é
a de um quadrado de lado conhecido.

Vamos supor que um cubo tem arestas iguais a 2 cm. Neste caso, a drea da
base vale (2cm)? =4cm? e como a altura vale 2 cm também, entdo o volume
do cubo sera:




V =(4cm?)-(2 cm)
=8cm?

Este resultado é equivalente a: Veubo = £ 3, com { sendo a aresta do cubo.

Por outro lado, para um prisma de base retangular, de base a e profundida-
de b, cuja altura vale ¢, teremos como area da base: a- b, o que fornece para o
volume: V =a-b-c.

Assim, se um paralelepipedo apresenta ladosa=4cm,b=3cmec=2cm,
entdo o seu volume sera:

V =(4cm)-(3cm)-(2cm)
=24cm?

Esfera

Esfera é o s6lido obtido fazendo-se a rotagdo completa de um semicirculo em torno
de um eixo que contém o didmetro. Com esse movimento, cada ponto do semi-
circulo descreve uma circunferéncia que tem com centro um ponto qualquer do

diametro e cujo raio se torna maior a medida que aumenta a sua distancia ao eixo.

Todos os pontos da superficie esférica estdo a mesma distancia de um ponto
O chamado centro, conforme ilustra a Figura 49.

Figura 50 — Esfera
Fonte: adaptada de Dapiaz e Bona (2014).

Descricdo da Imagem: a imagem traz a repre-
sentagdo de uma esfera a partir do desenho de
uma circunferéncia de borda preta e fundo bran-
co, em que é mostrada também a intersecgao
com um plano formando o circulo, preenchido
em cinza. O centro da esfera é mostrado com

aletra™0” e o raio “r”. O raio da segdo é"s" e
disténcia “d” até o centro da esfera.
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Matematicamente, a esfera é o conjunto de todos os pontos do espaco cuja dis-
tancia a um ponto O (centro) é menor ou igual a uma distancia r dada.

A interseccdo de um plano com uma esfera que se corta é sempre um circulo.
Quando o plano passa pelo centro da esfera, a secgdo é o chamado circulo méximo.
Quando o plano passa fora do centro da esfera, determina uma secgao de raio s.

A relacdo entra a distancia do centro, o raio da sec¢ao e o raio da esfera é dada
pelo Teorema de Pitagoras:

r=d?+¢?
Para uma esfera, sendo r o seu raio, teremos:

_4 3
V—§TCr

Considere, por exemplo, um tanque esférico capaz de armazenar d4gua. Suponha
que o tanque O volume ocupado pelo tanque de raio r=3,00m é:

V= 4571 (3,00 m)3
=12t m®
~37,7m?

Como 1L éequivalentea 1dm® =1x10-° m? entio este tanque tem capacidade de:

—10}3"”]3 x37,7m3 =37,7x10% L

Logo, o tanque ocupa um volume de 37,7 m? e sua capacidade ¢ de trinta e sete
mil litros.




Cilindro

Para o célculo do volume de um cilindro, também precisamos levar em conside-
ragao a sua drea da base. O calculo do volume, deste modo, é bastante simples.
Se r for o raio da sua base e h a altura do cilindro, entao:

I =Abase'h

=nr?-h

Uma vez que a base é constituida por uma circunferéncia.
Seja por exemplo um cilindro cuja base é circular e de raio igual a 5 cm, en-
quanto a sua altura vale 10 cm. Logo:

V =n(5cm)?-(10cm)
=250n cm?®
~ 785 cm?
O volume deste cilindro sera, entdo, igual a 785 cm?,

Aplicacdes do calculo de areas e volumes

Definimos a densidade como a razdo entre massa, m, e volume, V:

b= m
\
A densidade é uma caracteristica do material. Ela depende de outros fato-

res, como a temperatura, mas dentro de uma faixa especifica de temperaturas,
ela é constante.

Por exemplo, um cilindro macico feito de chumbo apresentara uma determinada
densidade: vocé mede a massa e calcula o seu volume. A razdo de um para o outro
fornecera um valor. Por mais que vocé tome agora outro cilindro de massa menor,
o volume tera variado em igual proporgao, pois a densidade do chumbo é a mesma.
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Assim, se tivermos s6lidos regulares, podemos determinar a densidade usando
uma balanga para aferir massa e o célculo do volume do sdlido regular.

Ha no entanto, uma série de aplicacdes que empregam solidos irregulares e,
para isso, o principio de Arquimedes do empuxo pode ser utilizado com uma
balanga de mola, por exemplo, verificando que em dgua o objeto pesa menos do
que no ar. A diferenca entre os pesos medidos estd diretamente relacionada com
a densidade do sdlido irregular, um método conhecido como balanca de Jolly.

Quando Arquimedes precisou resolver o problema proposto pelo rei, ele ha-
via percebido justamente a nocdo de densidade: massas iguais de mesmo material
devem deslocar quantidades iguais de dgua. Em outras palavras, devem receber
0 Mesmo empuxo.

Nao é somente no calculo da densidade que o volume dos sélidos ou areas
aparecem. Na eletrostatica, muitas vezes precisamos definir a chamada densidade
superficial de carga ou até mesmo a densidade linear de carga. Este tipo de gran-
deza fornece a informacéo da distribuicdo de cargas em um determinado material,
que pode ser um fio bastante longo, em comparacdo com o seu didmetro, ou uma
placa, de espessura muito pequena quando comparada com as dimensdes da drea.

Na cinemdtica, o estudo do movimento é feito analisando graficos da posicao,
velocidade e aceleragdo em fungao do tempo. O célculo da drea sob a curva dos
graficos da velocidade e da aceleracdo, fornecem o deslocamento e a velocidade,

respectivamente de um mével.

Areas e volumes também estao presentes em defini¢cdes importantes como
o trabalho, que corresponde a variagdo da energia em um sistema. Este sistema
pode ser mecanico ou termodindmico.

Finalmente, considere o sangue fluindo a uma velocidade 30,0 cm/s na artéria
aorta, cujo raio vale 1,00 cm. No estudo dos fluidos, que engloba tanto liquidos
quanto gases, definimos uma relagao fundamental entre area e velocidade de
escoamento, a chamada vazdo ou vazao volumétrica, que é dada pelo produto
entre a area de seccdo transversal e a velocidade de escoamento do fluido.

Podemos considerar a aorta como um cilindro de area circular e raio igual a
1,00 cm. Neste caso, a drea de seccao transversal da aorta é:

S=m-(1,00 cm)?

=1 cm?




Sendo v=130,0 cm/s, entdo a vazao sera de:

(30,0 cm/s) - (x cm?) =30,0m cm?3/s
~ 94,2 cm3/s

Ainda podemos escrever 94,2 cm3/s = 94,2x10° m®/s .
Empregando o fator de conversao utilizado anteriormente entre volume e
capacidade, resulta em:

ﬁx94,2x106 m® =94,2x10°3 L

Ainda temos que

1min 1
6onls = 50 min

Portanto, a vazao na aorta pode ser escrita como:

94.2x10-3 mé/s = 94,2x10° L
’ Y E—
_ min
60
=5652 %102 L/min
~ 5,65 L/min

Assim, durante cada minuto, cerca de 5,6 litros de sangue atravessam a aorta.
Este resultado esta de acordo com o volume médio de sangue no corpo humano.

G5 EM FOCO

Confira a aula referente a este tema.




NOVOS DESAFIOS

Vocé estudou alguns conceitos de geometria plana, quando tratamos do ponto,
reta e plano, e também alguns conceitos de geometria espacial, quando tratamos
do espaco e dos solidos.

Na geometria plana, definimos o ponto, capaz de dividir a reta em duas partes,
a reta, capaz de dividir o plano em duas partes e o espaco. A reta é a trajetéria
tipica da luz e a formagdo de imagens em espelhos, lentes e, principalmente, na
retina dos nossos olhos, segue o principio da propagacdao retilinea da luz.

Quanto a geometria espacial, especialmente no calculo de volumes, quando
Arquimedes entrou na banheira na famosa histéria da coroa do rei, ele perce-
beu que a dgua transbordava. Este fato foi o suficiente para ele provavelmente
mergulhar varios objetos em 4gua e perceber quanta d4gua era derramada pelo
objeto mergulhado.

O génio de Arquimedes logo notou que por mais que os objetos tivessem
formatos diferentes, se eles tivessem a mesma massa, deveriam fazer transbordar
a mesma quantidade de dgua.

Este é o principio do empuxo de Arquimedes: um corpo submerso em um
fluido, desloca uma porcao deste fluido que, se for pesado, fornecera a intensi-
dade da forca que o objeto sente. Assim, empuxo € o peso de volume de fluido
deslocado pelo corpo.




2.

VAMOS PRATICAR

A area da regiao limitada por um trapézio é igual a metade do produto da altura pela
soma das bases maior e menor.

A figura mostra o grafico da velocidade de um carro em fungao do tempo de um moto-
rista que dirigia com velocidade constante e ao avistar o semaforo fechado, inicia uma
desaceleragdo constante até parar. Observe que o mével estd com velocidade constante
entre os instantes t =0 e t =4 s. Depois disto, 0 mével comeca a frear com desaceleracdo
constante entre os instantest =4 s e t = 6 s. Determine o deslocamento percorrido pelo
movel durante todo o movimento.

A

4| Velocidade (m/s)

1 0 1 2 3 4 5 6 7
Tempo (s)

Um cubo é um prisma com todas as faces congruentes. Assim, todas as faces sao
quadrados. Para calcular o volume de um cubo, basta multiplicar as medidas das trés
dimensdes: comprimento, largura e altura.

A densidade de um material é definida como sendo a raz&o entre a massa de uma amos-
tra deste material dividida pelo seu volume. Determine a densidade de um cubo feito de
madeira cuja massa vale 5, 76 g e aresta iguala 2,00 cm-



VAMOS PRATICAR

Dois angulos que tém a soma de suas medidas igual a 90° sdo chamados angulos
complementares.

Sobre uma caixa que re —pousa em um plano é aplicada uma forga de intensidade F, re-
presentada pelo vetor F na figura. Esta forga faz um &ngulo de 34° com o eixo vertical.
Assinale a alternativa que contém corretamente o valor e 0 nome dado ao angulo 0
mostrado na figura.

—

F

a) Angulo complementar de 56°.
b) Angulo suplementar de 146°.
¢) Angulo reto de 90°.

d) Angulo agudo de 45°.

e) Angulo replementar de 200°.

Dois angulos que tém a soma de suas medidas igual a 90° sdo chamados angulos
complementares.

Um fendmeno extremamente importante na éptica € o da polarizagéo. Durante o percurso
da luz de uma fonte qualquer, os campos elétrico e magnético oscilam com dire¢des que
variam com o tempo, embora permanecam sempre perpendiculares a dire¢céo de propaga-
¢do da luz. A polarizacéo faz com que apenas algumas componentes dos campos elétricos
€ magnéticos possam ser transmitidas. Este principio € aplicado aos 6culos escuros. Uma
maneira de polarizar a luz é por meio da reflex@o. Ao incidir no intersticio de dois meios,
parte da luz é refletida e parte é refratada. Quando o raio refletido for perpendicular ao raio
refratado, entdo ocorre este tipo de polarizacdo por reflexdo. O &ngulo do raio incidente
para o qual isto ocorre é chamado de angulo de Brewster. As alternativas apresentam
figuras de situacdes hipotéticas em que um raio incidente (segmento i) na superficie da
agua é parcialmente refletido (segmento r) e refratado (segmento s). Em todas as figuras,




VAMOS PRATICAR

n é a normal ao plano da superficie da agua e 08 sdo os possiveis angulos de Brewster.
Assinale a alternativa que apresenta corretamente a situacao da polarizagdo por reflex&o.

a)

b)




VAMOS PRATICAR

Duas ou mais retas sdo coplanares quando estdo contidas no mesmo plano. Quando
elas tém apenas um ponto em comum, elas sdo chamadas de coincidentes.

Duas forgas estéo aplicadas em uma caixa de acordo com a figura. Os segmentos mostra-

dos séo os vetores que representam as forgas aplicadas. Analise as afirmativas seguintes
sobre esta situagéao.




| - Os segmentos que representam as forcas aplicadas séo coplanares.

Il - Os segmentos que representam as for¢as séo coincidentes.

Il - Os segmentos que representam as for¢as sdo perpendiculares.

IV - Os segmentos que representam as for¢as aplicadas sdo concorrentes.

E correto o que se afirma em:

a) lelV, apenas.

b) Ilelll, apenas.

c) lllelV, apenas.
d) 1, 1lelll, apenas.
e) I, 1llelV, apenas.
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GABARITO

1. Aarea mostrada é a de um trapézio de base menor b=4-0=4s, base maior igual a
B=6-0=6Secalturaiguala h=2—-0=2m/s. A area de um trapézio é dada por:

S:(B+b)-h
2

Entrando com os valores obtidos, temos:

S=(6+4)-2
2
=10m

Assim, o deslocamento total foi de 10 metros até parar.

2. m
Como a densidade é definida como a razdo entre a massa e o volume, P =~ g g yo-
lume de um cubo vale V = (2,00 cm)® = 8,00 cm?, entao v
o= 5769
8,00 cm?
=0,725 g/cm®

Portanto, a densidade do cubo de madeiravale 0,725 g/cm? .

FORMULA:
Volume de um prisma quadrangular regular.

3. Opcéo A.

De acordo com a figura, um par de eixos mutuamente ortogonais € mostrado e é nesta
base que a forca esta representada. O vetor que representa a forga faz um angulo de 34°
com o eixo vertical. Como a soma dos angulos € igual a 90°, entdo trata-se de um angulo
complementar:

34°+0 =90° =6 =90°-34°
.0 =56°




Assim, o angulo indicado na figura vale 56°, pois € complementar ao de 34°.

FORMULA:
Soma dos angulos e angulos complementares.

Opcéo A.

Conforme a defini¢cdo do angulo de Brewster, quando o raio refletido, r, for perpendicular ao
raio refratado, s, entdo ocorre a polarizacao por reflexdo. Apenas na alternativa A ocorre este
fato, pois somando os angulos dados dos raios refletido e refratado, respectivamente, temos:

56°+ 34°= 90°

0 que significa que sdo complementares.
Seja (I) 0 angulo entre os raios refletido, r, e refratado, s. Neste caso,

90°+¢ =180° = ¢ = 90°
Em nenhuma outra alternativa ocorre isso.

FORMULA:
Soma dos angulos e angulos complementares.

Opcéo A.

Dois vetores sempre geram um plano. Assim, os dois vetores mostrados a partir dos
segmentos sdo coplanares, isto €, estdo no mesmo plano. Assim, a afirmativa | é correta.
Como as forgas obviamente ndo sdo perpendiculares, a alternativa correta é a letra A.
Contudo, vamos analisar ainda a afirmativa I[V. Como os segmentos tém a mesma origem,
que é o mesmo ponto em comum, entdo as forcas sdo representadas por segmentos
concorrentes, o que valida a afirmativa 1V, confirmando a alternativa correta como letra
A. Para complementar, as for¢cas ndo sdo coincidentes, pois elas s6 tém um ponto em
comum, invalidando a alternativa Il.




